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§ 1. Введение

Данная обзорная статья посвящена численному анализу аб-
страктных дифференциальных уравнений в банаховых про-
странствах. Большинство конечно-разностных методов, методов
конечных элементов и проекционных методов можно рассмат-
ривать с точки зрения общей аппроксимационной схемы (см.,
например, [206], [210], [209] по поводу такого их представления).
Результаты, полученные для общей аппроксимационной схемы
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облегчают формулировку конкретных численных методов и да-
ют представление о методах, пригодных для различных классов
задач.
Качественная теория дифференциальных уравнений в ба-

наховых пространствах представлена во многих превосходных
статьях и учебниках. Можно сослаться на библиографию, при-
веденную в [216], содержащую примерно 2500 источников. К
сожалению, за последние 20 лет не появилось ни книг, ни об-
зоров по теории аппроксимации дифференциальных уравнений
в абстрактных пространствах. Любую информацию о предме-
те можно почерпнуть лишь в оригинальных статьях. Пред-
ставляется, что данный обзор может послужить первым шагом
на пути описания полной картины методов дискретизации для
абстрактных дифференциальных уравнений в банаховых про-
странствах.
В §2 описывается общая аппроксимационная схема, различ-

ные типы сходимости операторов и связь различных видов схо-
димости с аппросимацией спектров. Кроме того, такой анализ
сходимости может быть использован при анализе эллиптичес-
ких задач, т.е задач, не зависящих от времени.
В §3 дается полная картина теории дискретизации полугрупп

в банаховых пространствах. Она объеденяет теоремы Троттера–
Като и Лакса–Рихтмайера с общей точки зрения, а также смеж-
ные задачи.
Аппроксимация некорректных задач рассматривается в §4;

она основана на теории аппроксимации локальных C-полугрупп.
Поскольку обратная задача Коши очень важна в приложени-
ях и допускает стохастический шум, рассматривается также и
аппроксимация, использующая стохастическую регуляризацию.
Насколько известно авторам, такой подход никогда не рассмат-
ривался в литературе.
В §5 приводятся дискретные неравентсва коэрцитивности

для абстактных параболических уравнений в пространствах
Cτn([0, T ];En), C

α
τn([0, T ];En), L

p
τn([0, T ];En) и Bτn([0, T ];C

α(Ωh)).

В последнем §6 рассматриваются полулинейные задачи. Опи-
саны аппроксимации задачи Коши, а также задач с периодичес-
кими решениями. Приведен подход, основанный на теории вра-
щения векторных полей и принципе компактной аппроксимации
операторов.

§ 2. Общая аппроксимационная схема

Обозначим через B(E) банахову алгебру всех ограничен-
ных линейных операторов, действующих в комплексном бана-
ховом прострастве E. Множество всех замкнутых линейных
плотно определенных операторов в E будет обозначаться через
C(E). Обозначим через σ(B) спектр оператора B, через ρ(B)
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— резольвентное множество B, через N (B) — ядро B, а че-
рез R(B) — область значений B. Напомним, что B ∈ B(E)
называется фредгольмовым оператором, если R(B) замкнута,
dimN (B) < ∞ и codimR(B) < ∞; индекс B определяется
как indB = dimN (B) − codimR(B). Общая аппроксимацион-
ная схема [102]–[104], [187], [206], [209] может быть описана сле-
дующим образом. Пусть En и E — банаховы пространства, а
{pn} — последовательность линейных ограниченных операто-
ров pn : E → En, pn ∈ B(E,En), n ∈ N = {1, 2, · · · }, обладающих
следующим свойством:

‖pnx‖En → ‖x‖E при n → ∞ для любого x ∈ E.

Определение 2.1. Последовательность элементов {xn}, xn ∈
En, n ∈ N, называется P–сходящейся к x ∈ E, если ‖xn −
pnx‖En → 0 при n → ∞; это записывается как xn → x.

Определение 2.2. Последовательность элементов {xn}, xn ∈
En, n ∈ N, называется P-компактной, если для любого N′ ⊆ N,
существуют N′′ ⊆ N′ и x ∈ E такие, что xn → x, при n → ∞ в
N
′′.

Определение 2.3. Последовательность ограниченных ли-
нейных операторов Bn ∈ B(En), n ∈ N, называется PP-
сходящейся к ограниченному оператору B ∈ B(E), если для лю-
бого x ∈ E и для любой последовательности {xn}, xn ∈ En, n ∈
N, такой, что xn → x, имеем Bnxn → Bx. Это записывется в
виде Bn → B.

По поводу общих примеров понятий P-сходимости см. [101],
[187], [202], [210].

Замечание 2.1. Если положить En = E и pn = I для каж-
дого n ∈ N, где I — тождественный оператор в E, то опре-
деление 2.1 приводит к традиционной поточечной сходимости
ограниченных линейных операторов, которая обозначается че-
рез Bn → B.

Обозначим через E+ положительный конус в банаховой ре-
шетке E. Оператор B называется положительным, если для лю-
бого x+ ∈ E+ справедливо соотношение Bx+ ∈ E+; это записы-
вется как 0 � B.

Определение 2.4. Говорят, что система {pn} сохраняет по-
рядок, если для всех последовательностей {xn}, xn ∈ En, и для
любого элемента x ∈ E справедлива следующая импликация: из
xn → x следует, что x+n → x+.

Известно [118], что {pn} сохраняет порядок в том и толь-
ко том случае, если ‖pnx+ − (pnx)

+‖En → 0 при n →
∞ для любого x ∈ E.
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В случае неограниченных операторов (как известно, инфини-
тезимальные генераторы, вообще говоря, не ограничены), рас-
сматривается понятие согласованности.

Определение 2.5. Последовательность замкнутых линей-
ных операторов {An}, An ∈ C(En), n ∈ N, называется согласо-
ванной с замкнутым линейным оператором A ∈ C(E), если для
каждого x ∈ D(A) существует последовательность {xn}, xn ∈
D(An) ⊆ En, n ∈ N, такая, что xn → x и Anxn → Ax. Это запи-
сывается так: (An, A) — согласованы.

На практике банаховы пространства En обычно бесконечно-
мерны, хотя, вообще говоря, скажем, в случае замкнутого опе-
ратора A имеем: dimEn → ∞ и ‖An‖B(En) → ∞ при n → ∞.

2.1. Аппроксимация спектра линейных операторов.
Наиболее важную роль в аппроксимации уравнения Bx = y и ап-
проксимациях спектра оператора B играют понятия устойчивой
и регулярной сходимостей. Эти понятия используются в различ-
ных областях численного анализа (см. [34], [39], [100], [105]–[108],
[209], [211], [206], [220]).

Определение 2.6. Последовательность операторов {Bn}, Bn ∈
B(En), n ∈ N, называется устойчиво сходящейся к оператору
B ∈ B(E), если Bn → B и ‖B−1n ‖B(En) = O(1), n → ∞. Будем
писать, что Bn → B устойчиво.

Определение 2.7. Последовательность операторов {Bn}, Bn ∈
B(En), называется регулярно сходящейся к оператору B ∈
B(E), если Bn → B и справедлива следующая импликация:

‖xn‖En = O(1) & {Bnxn} — P-компактна =⇒ {xn} — P-компактна.

Это записывется так: Bn → B регулярно.

Теорема 2.1 ([209]). Пусть Bn ∈ B(En) и B ∈ B(E). Тогда
следующие условия эквивалентны:

(i) Bn → B регулярно, Bn — фредгольмовы операторы ин-
декса 0 и N (B) = {0};

(ii) Bn → B устойчиво и R(B) = E;
(iii) Bn → B устойчиво и регулярно;
(iv) если выполняется одно из условий (i)–(iii), то сущест-

вуют B−1n ∈ B(En), B
−1 ∈ B(E) и B−1n → B−1 регулярно и

устойчиво.

Эта теорема допускает обобщение на случай замкнутых опе-
раторов B ∈ C(E), Bn ∈ C(En) [4].
Пусть Λ ⊆ C — некоторое открытое связное множество и

пусть B ∈ B(E). Для изолированной точки λ ∈ σ(B) соответ-
ствующее максимальное инвариантное подпространство (или
обобщенное собственное подпространство) будет обозначаться
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через W(λ;B) = P (λ)E, где P (λ) =
1

2πi

∫
|ζ−λ|=δ(ζI − B)−1dζ, а

δ достаточно мало, так, что в диске {ζ : |ζ − λ| � δ} нет то-
чек из σ(B), отличных от λ. Изолированная точка λ ∈ σ(B)
называется точкой Рисса для B, если λI − B — фредгольмов
оператор индекса нуль и P (λ) имеет конечный ранг. Обозначим
W(λ, δ;Bn) =

⋃
|λn−λ|<δ,λn∈σ(Bn)W(λn, Bn), где λn ∈ σ(Bn) взя-

ты из δ-окрестности λ. Ясно, что W(λ, δ;Bn) = Pn(λ)En, где

Pn(λ) =
1

2πi

∫
|ζ−λ|=δ(ζI − Bn)

−1dζ. Следующие теоремы дают
полную картину аппроксимации спектра.

Теорема 2.2 ([101], [207]–[208]). Пусть Ln(λ) = λI − Bn и
L(λ) = λI − B — фредгольмовы операторы индекса нуль при
любом λ ∈ Λ, а Ln(λ) → L(λ) устойчиво для любого λ ∈ ρ(B) ∩
Λ �= ∅. Тогда

(i) для любого λ0 ∈ σ(B) ∩ Λ существует последователь-
ность {λn}, λn ∈ σ(Bn), n ∈ N, такая, что λn → λ0 при n→ ∞;

(ii) если для некоторой последовательности {λn}, λn ∈
σ(Bn), n ∈ N, имеем λn → λ0 ∈ Λ при n→ ∞, то λ0 ∈ σ(B);

(iii) для любого x ∈ W(λ0, B) существует последователь-
ность {xn}, xn ∈ W(λ0, δ;Bn), n ∈ N, такая, что xn → x при
n → ∞;

(iv) существует n0 ∈ N такое, что dimW(λ0, δ;Bn) �
dimW(λ0, B) для любого n � n0.

Замечание 2.2. Как показано в [206], неравенство в (iv) мо-
жет быть строгим при всех n ∈ N.

Теорема 2.3 ([209]). Предположим, что Ln(λ), L(λ) —
фредгольмовы операторы индекса нуль при всех λ ∈ Λ. Допус-
тим, что Ln(λ) → L(λ) регулярно для любого λ ∈ Λ и что
ρ(B) ∩ Λ �= ∅. Тогда выполнены утверждения (i)–(iii) теоремы
2.2, а также

(iv) существует n0 ∈ N, такое, что dimW(λ0, δ;Bn) =
dimW(λ0, B) for all n � n0;

(v) любая последовательность {xn}, xn ∈ W(λ0, δ;Bn), n ∈
N, с ‖xn‖En = 1 является P-компактной, а любая предельная
точка этой последовательности принадлежит W(λ0, B).

Замечание 2.3. Оценки |λn − λ0|, раствора подпространств(
W(λ0, δ;Bn),W(λ0, B)

)
и |λ̂n − λ0| даны в [209], где λ̂n —

арифметическое среднее (считающее алгебраические кратности)
спектральных значений BnБ определяющих W(λ0, δ;Bn). По по-
воду понятия раствора подпространств и его свойств см. [123].

2.2. Области сходимости. Теоремы 2.2 и 2.3 были обоб-
щены в [4] на случай замкнутых операторов с помощью следу-
ющих понятий, введенных Като в [123].
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Определение 2.8. Область устойчивости ∆s = ∆s({An}),
An ∈ C(Bn), определяется как множество всех λ ∈ C таких,
что λ ∈ ρ(An) для почти всех n, и таких, что последова-
тельность {‖(λI −An)

−1‖}n∈N ограничена. Область сходимости
∆c = ∆c({An}), An ∈ C(En), определяется как множество всех
λ ∈ C таких, что λ ∈ ∆s({An}), и таких, что последователь-
ность операторов {(λI − An)

−1}n∈N является PP-сходящейся к
некоторому оператору S(λ) ∈ B(E).

Ясно, что S(·) — псевдорезольвента, а S(·) является резоль-
вентой некоторого оператора в том и только том случае, если
N (S(λ)) = {0} для некоторого λ (см. [123]).

Определение 2.9. Последовательность операторов {Kn},
Kn ∈ C(En), называется регулярно согласованной с оператором
K ∈ C(E), если (Kn,K) согласованы и для любой ограниченной
последовательности ‖xn‖En = O(1) такой, что xn ∈ D(Kn), и та-
кой, что {Knxn} P-компактна, следует, что {xn} P-компактна,
а {xn} P-сходится к некоторому x и сходимость {Knxn} к не-
которому y при n → ∞ в N′ ⊆ N влекут x ∈ D(K) и Kx = y.

Определение 2.10. Область регулярности ∆r = ∆r({An}, A),
определяется как множество всех λ ∈ C таких, что (Kn,K) ре-
гулярно согласованы; здесь Kn = λI −An и K = λI −A.

Связи между этими областями дает

Предложение 2.1. [4] Пусть ∆c �= ∅ и N
(
S(λ)

)
= {0}, по

крайней мере, для одной точки λ ∈ ∆c, так что S(λ) = (λI −
A)−1. Тогда (An, A) совместимы и

∆c = ∆s ∩ ρ(A) = ∆s ∩∆r = ∆r ∩ ρ(A).

В [4] показано из условий: (An, A) согласованы, λI − An и
λI −A — фредголмовы операторы индекса нуль для любых λ ∈
Λ,а ρ(A) ∩ Λ �= ∅, следуют утверждения (i)–(iv) теоремы 2.2,
как только ρ(A) ∩ Λ ⊆ ∆s, и они влекут утверждения (i)–(iii)
теоремы 2.2 и утверждения (iv)–(v) теоремы 2.3, когда Λ ⊆ ∆r.

Определение 2.11. Точка Рисса λ0 ∈ σ(A) называется
сильно устойчивой в смысле Като , если

dimW(λ0, δ;Bn) � dimW(λ0, B)

для всех n � n0.

Теорема 2.4 ([4]). Точка Рисса λ0 ∈ σ(A) сильно устойчива
в симысле Като в том и только том случае, если λ0 ∈ Λ∩∆r∩
σ(A).

Исследования аппроксимации спектра и типов сходимости
(но не на общей аппроксимационной схеме) приведены в [37],
[59], [71], [147], [148], [158], [161].
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2.3. Сходимость в случае одного пространства. Всю-
ду в этом пункте считаем, что En = E и pn = I для всех n ∈ N.
Следовательно, символ P будет опускаться во всех обозначениях
этого пункта.
Напомним, что если Bn → B компактно (см. определение

2.12), то для любого λ �= 0 имеем: I − Bn → λI − B регулярно
[206]. В случае, когда Bn → B компактно, а B — компактный
оператор, Анселоне [34] доказал, что

‖(Bn −B)Bn‖ → 0, ‖(Bn −B)B‖ → 0 при n → ∞. (2.1)

Рассматривая аппроксимацию слабо сингулярного компакт-
ного интегрального оператора, Эйхью [29] доказал, что эти
свойства сходимости (2.1) достаточны для доказательства то-
го, что точка Рисса сильно устойчива в смысле Като.

Теорема 2.5 ([32]). Предположим, что B̂ ∈ B(E) компак-
тен и Bn → B. Если ‖(Bn − B)Bn‖ → 0 при n → ∞, то для
любого ненулевого λ0 ∈ σ(B) справедливы утверждения (i)–(iii)
теоремы 2.2 и утверждения (iv)–(v) теоремы 2.3.

Теорема 2.6 ([32]). Предположим, что Bn → B и выполне-
но (2.1). Тогда для любой ненулевой точки Рисса λ0 ∈ σ(B)
справедливы утверждения (i)–(iii) теоремы 2.2 и утверждения
(iv)–(v) теоремы 2.5.

Следствие 2.1 ([30]). Предположим, что Bn → B, λI − Bn
— фредгольмовы операторы индекса нуль при λ ∈ {z : |z−λ0| �
δ}, а ‖(Bn − B)Bk

n‖ → 0 при n → ∞ для некоторого k ∈ N.
Тогда для любой ненулевой точки Рисса λ0 ∈ σ(B) выполне-
ны утверждения (i)–(iii) теоремы 2.2 и утверждения (iv)–(v)
теоремы 2.3.

Теорема 2.7 ([32]). Предположим, что B компактен, Bn →
B, а ‖Bn(Bn − B)‖ → 0. Тогда λ0I − Bn → λ0I − B регулярно
для любого λ0 �= 0.

Теорема 2.8 ([32]). Предположим, что B компактен, Bn →
B, а ‖Bk

n(Bn−B)‖ → 0 для некоторого k ∈ N. Тогда λ0I−Bn →
λ0I −B регулярно для любого λ0 �= 0.

Пусть r(B) — спектральный радиус оператора B ∈ B(E).

Теорема 2.9 ([42]). Пусть E — банахова решетка. Пусть
0 � Bn, B ∈ B(E), таков, что Bn → B и ‖(Bn − B)+‖ → 0 при
n → ∞. Допустим, что r(B) — точка Рисса для σ(B). Тогда
r(Bn) — точка Рисса для σ(Bn) и r(Bn) → r(B) при n → ∞.

Заключение о порядке сходимости собственных векторов в
теореме 2.9 было также получено в [41].
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Приложение теорем 2.5 — 2.8 к численному решению матема-
тической модели, используемой в производстве лазерных прин-
теров рассматривается в [31], [136].

2.4. Компактная сходимость резольвент. Рассмотрим
теперь важный класс операторов, имеющих компактную резоль-
вентую. Это свойство будет использоваться как предположе-
ние относительно генератора в §6. В этом случае естественно
рассматривать аппроксимативные операторы, сохраняющие это
свойство.

Определение 2.12. Последовательность операторов {Bn},
Bn ∈ B(En), n ∈ N, компактно сходится к оператору B ∈ B(E),
если Bn → B и выполнено следующее условие компактности:

‖xn‖En = O(1) =⇒ {Bnxn} —P-компактна.

Определение 2.13. Область компактной сходимости ре-
зольвент ∆cc = ∆cc(An, A), где An ∈ C(En) и A ∈ C(E),
определяется как множество всех λ ∈ ∆c ∩ ρ(A) таких, что
(λI −An)

−1 → (λI −A)−1 компактно.

Теорема 2.10. Предположим, что ∆cc �= ∅. Тогда для лю-
бого ζ ∈ ∆s справедлива следующая импликация:

‖xn‖En = O(1) & ‖(ζI −An)xn‖En = O(1) =⇒ {xn} — P-компактна.
(2.2)

Обратно, если для некоторого ζ ∈ ∆c ∩ ρ(A) справедлива им-
пликация (2.2), то ∆cc �= ∅.

Доказательство. Пусть (µI−An)
−1 → (µI−A)−1 компактно

для некоторого µ ∈ ∆cc. Тогда при ‖xn‖En = O(1) и ‖(ζI −
An)xn‖En = O(1), из тождества Гильберта

(ζI −An)
−1 − (µI −An)

−1 = (µ− ζ)(ζI −An)
−1(µI −An)

−1,
(2.3)

получаем, что xn = (µI−An)
−1(ζI−An)xn−(ζ−µ)(µI−An)

−1xn,
а значит {xn} P-компактна. Обратно, пусть выполнена им-
пликация (2.2) для некоторого ζ0 ∈ ∆c ∩ ρ(A). Покажем, что
ζ0 ∈ ∆cc. Беря ограниченную последовательность {yn}, n ∈ N,
получаем, что последовательность ‖(ζ0I − An)

−1yn‖En = O(1)
при n ∈ N. Применим импликацию (2.2) к последовательности
xn = (ζ0I −An)

−1yn. Легко видеть, что {xn} P-компактна. Сле-
довательно, ζ0 ∈ ∆cc.

Следствие 2.2. Предположим, что ∆cc �= ∅. Тогда ∆cc =
∆c ∩ ρ(A).
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Доказательство. Ясно, что ∆cc ⊆ ∆c ∩ ρ(A). Чтобы дока-
зать, что ∆cc ⊇ ∆c ∩ ρ(A), рассмотрим тождество Гильберта
(2.3). Пусть теперь µ ∈ ∆cc. Тогда µ ∈ ∆cc ∩ ∆c ∩ ρ(A). Сле-
довательно, для любого ζ ∈ ∆c ∩ ρ(A) и для любой ограни-
ченной полследовательности {xn}, n ∈ N, последовательность
{(ζI −An)

−1xn} является P–компактной.

Сравнивая определения 2.7, 2.8, 2.13 и импликацию (2.2), ви-
дим, что ∆cc ⊆ ∆r.

Теорема 2.11. Пусть ∆cc �= ∅. Тогда ∆r = C.

Доказательство. Возьмем любую точку λ1 ∈ C. Требуется
доказать, что (λ1I −An, λ1I −A) регулярно согласованы. Пред-
положим, что ‖xn‖En = O(1), а {(λ1I−An)xn} P-компактна. Для
того, чтобы показать, что {xn} P-компактна, возьмем µ ∈ ∆cc.

Используя (2.3) с ζ = λ1, получаем, что xn = (µI −An)
−1(λ1I −

An)xn+(λ1−µ)(µI−An)
−1xn, а потому {xn} P-компактна. Пред-

положим теперь, что xn → x и (λ1I −An)
−1xn → y, при n → ∞

в N′ ⊆ N. Тогда x = (µI − A)−1y − (λ1 − µ)(µI − A)−1x, откуда
x ∈ D(A) и (λ1I −A)x = y.

§ 3. Дискретизация полугрупп

Рассмотрим следующую корректную задачу Коши в банахо-
вом пространстве E с оператором A ∈ C(E):

u′(t) = Au(t), t ∈ [0,∞),

u(0) = u0,
(3.1)

где оператор A порождает C0-полугруппу exp(·A). Хорошо из-
вестно, что эта C0-полугруппа дает решение задачи (3.1) по
формуле u(t) = exp(tA)u0 при t � 0. Теория корректных задач и
их численный анализ хорошо разработаны, см., например, [94],
[107], [123], [9], [11], [199], [5].
Рассмотрим общую аппроксимационную схему для полудис-

кретной аппроксимации задачи (3.1) в банаховых пространствах
En :

u′n(t) = Anun(t), t ∈ [0,∞),

un(0) = u0n,
(3.2)

с операторами An ∈ C(En), порождающими C0-полугруппы, со-
гласованные с оператором A и с u0n → u0.
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3.1. Простейшие схемы дискретизации. Справедлива
следующая версия теоремы Троттера–Като об общей аппрок-
симационной схеме.

Теорема 3.1 ([202] (теорема ABC)). Следующие условия (A)
и (B) эквивалентны условию (C).

(A) Согласованность. Существует λ ∈ ρ(A) ∩ ∩n ρ(An) та-
кое, что имеет место сходимость резольвент:

(λI −An)
−1 → (λ−A)−1

при n → ∞.
(B) Устойчивость. Существуют некоторые постоянные

M � 1 и ω, независящие от n, такие, что ‖ exp(tAn)‖ �
M exp(ωt) при t � 0 и любом n ∈ N.

(C) Сходимость. Для любого конечного T > 0 имеет место
сходимость maxt∈[0,T ] ‖ exp(tAn)u

0
n − pn exp(tA)u

0‖ → 0 при n →

∞ как только u0n → u0.

Случай аналитической C0-полугруппы слегка отличается от
общего случая, однако имеет то же условие (A).

Теорема 3.2 ([9]). Пусть операторы A и An порождают
аналитические C0-полугруппы. Следующие условия (A) и (B1)
эквивалентны условию (C1).

(A) Согласованность. Существует λ ∈ ρ(A) ∩ ∩n ρ(An) та-
кое, что имеет место сходимость резольвент:

(λI −An)
−1 → (λI −A)−1

при n → ∞.
(B1) Устойчивость. Существуют постоянные M2 � 1 и ω2

такие, что

‖(λI −An)
−1‖ � M2

|λ− ω2|
, Reλ > ω2, n ∈ N.

(C1) Сходимость. Для любого конечного µ > 0 и некоторого

0 < θ <
π

2

max
η∈Σ(θ,µ)

‖ exp(ηAn)u
0
n − pn exp(ηA)u

0‖ → 0

при n → ∞ как только u0n → u0. Здесь

Σ(θ, µ) = {z ∈ Σ(θ) : |z| � µ},

и
Σ(θ) = {z ∈ C : | arg z| � θ}.
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Определение 3.1. Говорят, что линейный оператор A :
D(A) ⊆ E → E обладает свойством положительности вне-
диагональных элементов (POD), если 〈Au, φ〉 � 0 как только
0 � u ∈ D(A) и 0 � φ ∈ E∗ с 〈u, φ〉 = 0.

Определение 3.2. Говорят, что элемент e ∈ E+ является
порядковой единицей в E, если для любого x ∈ E существует
0 � λ ∈ R такое, что −λe � x � λe. Для e ∈ intE+ можно
определить норму порядковой единицы как

‖x‖e = inf{λ � 0 : −λe � x � λe}.

Упорядоченное банахово пространство E называется простран-
ством с порядковой единицей, если существует e ∈ intE+ такой,
что ‖ · ‖E = ‖ · ‖e.

Теперь можно сформулировать версию теоремы Троттера–
Като для положительных полугрупп.

Теорема 3.3 ([17]). Пусть операторы An и A из (3.1) и
(3.2) согласованы и пусть E и En — упорядоченные простран-
ства с порядковой единицей, а

en ∈ D(An) ∩
∫
E+n .

Предположим, что операторы An обладают свойством POD
и Anen � 0 для достаточно больших n. Тогда

exp(tAn) → exp(tA) равномерно по t ∈ [0, T ].

Не ограничивая общности, можно считать, что условия (A)
и (B) выполняются для соответствующего полугруппового слу-
чая, когда рассматриваются произвольные процессы дискрети-
зации. Если обозначить через Tn(·) семейство дискретных по-

лугрупп, как и в [123], т.е. Ăn =
1

τn
(Tn(τn) − I) ∈ B(En) и

Tn(t) = Tn(τn)
kn , где kn =

[
t
τn

]
, при τn → 0, n → ∞, то по-

лучаем следующее утверждение.

Теорема 3.4 ([202] (Теорема ABC-discr)). Следующие усло-
вия (A) и (B’) эквивалентны условию (C’).

(A) Согласованность. Существует λ ∈ ρ(A) ∩ ∩n ρ(Ăn) та-

кое, что имеет место сходимость резольвент: (λI − Ăn)
−1 →

(λI −A)−1;
(B’) Устойчивость. Существуют некоторые постоянные

M1 � 1 и ω1 такие, что

‖Tn(t)‖ �M1 exp(ω1t) при t ∈ R+ = [0,∞), n ∈ N;

11



(C’) Сходимость. Для любого конечного T > 0 имеем

max
t∈ [0,T ]

‖Tn(t)u
0
n − pn exp(tA)u

0‖ → 0

при n → ∞ как только u0n → u0.

Теорема 3.5 ([202]). Предположим, что выполнены условия
(A) и (B) теоремы 3.1. Тогда неявная разностная схема

Un(t+ τn)− Un(t)

τn
= AnUn(t+ τ), Un(0) = u0n, (3.3)

устойчива, т.е.

‖(In − τnAn)
−kn‖ �M1e

ω1t, t = knτn ∈ R+,

и дает аппроксимацию решения задачи (3.1), т.е.

Un(t) ≡ (In − τnAn)
−knu0n → exp(tA)u0n

P-сходится равномерно по t = knτn ∈ [0, T ] при u0n → u0, n →
∞, kn → ∞, τn → 0.

Здесь в теореме 3.5 Ăn = An(In − τnAn)
−1 и, следовательно,

(In − τnAn)
−kn = (In + τnĂn)

kn .

Теорема 3.6 ([202]). Предположим, что выполнены условия
(A) и (B) теоремы 3.1, а также справедливо условие

τn‖A
2
n‖ = O(1). (3.4)

Тогда разностная схема

Un(t+ τn)− Un(t)

τn
= AnUn(t), Un(0) = u0n, (3.5)

устойчива, т.е. ‖(In + τnAn)
kn‖ � Meωt, t = knτn ∈ R+, и да-

ет аппроксимацию решения задачи (3.1), т.е. Un(t) ≡ (In +

τnAn)
knu0n → u(t) P-сходится равномерно по t = knτn ∈ [0, T ]

при n → ∞, kn → ∞, τn → 0.

Теорема 3.7 ([9]). Предположим, что выполнены условия
(A) и (B1) теоремы 3.2, а также справедливо условие

τn‖An‖ � 1/(M + 2), n ∈ N. (3.6)

Тогда разностная схема (3.5) устойчива и дает аппроксимацию
решения задачи (3.1), т.е.

Un(t) ≡ (In + τnAn)
knu0n → u(t)

дискретно P-сходятся равномерно по t = knτn ∈ [0, T ] при u0n →
u0, n → ∞, kn → ∞, τn → 0.
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Введем следующие условия.
(B′1) Устойчивость. Существуют постоянные M ′, ω′ такие,

что

‖ exp(tAn)‖ �M ′eω
′t, ‖An exp(tAn)‖ �

M ′

t
eω
′t, t ∈ R+.

(B′′1 ) Устойчивость. Существуют постоянные M
′′, ω′′и τ∗ > 0

такие, что

‖(I − τnAn)
−k‖ �M ′′eω

′′kτn,

‖kτnAn(I − τnAn)
−1‖ �M ′′eω

′′kτn ,

0 < τn < τ∗, n, k ∈ N.

Предложение 3.1 ([22]). Условия (B1), (B
′
1), (B

′′
1 ) эквива-

лентны.

Теорема 3.8. Условия (A) и (B′′1 ) эквивалентны условию
(C1).

Теорема 3.9 ([12]). Пусть выполнены предположения тео-
ремы 3.7 и справедливо (3.4). Тогда

tAn(I + τnAn)
kn → tA exp(tA) равномерно по t = knτn ∈ [0, T ].

(3.7)

Обратно, если (I+ τnAn)
kn → exp(tA) равномерно по t = knτn ∈

[0, T ] и выполнено (3.7, то выполнено условие (C1).

Теорема 3.10 ([12]). Пусть выполнено условие (B1). Тогда

‖ exp(tAn)− (I − τnAn)
−kn‖ � c

τn
t
eωt.

Если, кроме того, выполнено условие устойчивости (3.6), то

‖ exp(tAn)− (I + τnAn)
kn‖ � c

τn
t
eωt,

‖(exp(tAn)− (I + τnAn)
kn)xn‖ � cτne

ωt‖Anxn‖,

‖An(exp(tAn)− (I + τnAn)
kn)xn‖ � c

τn
t
eωt‖Anxn‖, t = knτn.

В случае аналитических C0-полугрупп для явной схемы,
как было видно ранее, имеем следующее условие устойчивос-
ти: τn‖An‖ < 1/(M + 2), которое неулучшаемо даже для са-
мосопряженных операторов в гильбертовых пространствах. В
случае почти периодических C0-полугрупп и прямой схемы для
дифференциальных уравнений первого порядка по времени (3.1),
получается необходимое и достаточное условие устойчивости
τn‖An‖ < 1 [11]. Было обнаружено, что условие устойчивости
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явной схемы типа (3.5) для положительных C0-полугрупп так-
же может быть записано в виде τn‖An‖ < 1, см. [16].
Устойчивость разностных схем для дифференциальных урав-

нений в гильбертовых пространствах в энергетической норме
исследуется в [183], [21], где также раасматриваются и схемы с
весами. Полудискретные аппроксимации изучаются в [21].

3.2. Рациональная аппроксимация. Обозначим через
Pp(z) элемент множества всех вещественных полиномов степени
не более чем p, а через πp,q — множество рациональных функ-

ций rp,q(z) =
Pp(z)

Pq(z)
и Pq(0) = 1. Тогда (p, q)-аппроксимация Паде

для e−z определяется как элемент Rp,q(z) ∈ πp,q такой, что

|e−z −Rp,q(z)| = O(|z|p+q+1) при|z| → 0.

Хорошо известно, что аппроксимация Паде для e−z су-
ществует, единственна и представима по формуде Rp,q(z) =
Pp,q(z)/Qp,q(z), где

Pp,q(z) = Σp
j=0

(p+ q − j)!p!(−z)j

(p+ q)!j!(p − j)!
,

Qp,q(z) = Σq
j=0

(p+ q − j)!q!zj

(p+ q)!j!(q − j)!
.

В [178]–[179] содержатся подробные сведения о расположениии
полюсов и порядке сходимости аппроксимаций в различных об-
ластях.

Определение 3.3. Рациональная аппроксимация rp,q(·) ∈
πp,q для e−z называется

a) A-приемлемой, если |rp,q(z)| < 1 при Re(z) > 0;

b) A(θ)-приемлемой, если |rp,q(z)| < 1 при z ∈ Σ(θ) = {z :
−θ < arg(z) < θ, z �= 0}.

Хорошо известно, что Rq,q(z), Rq−1,q(z) и Rq−2,q(z) являют-
ся A-приемлемыми. Но при q � 3 и p = q − 3 дроби Паде не
являются A-приемлемыми.

Теорема 3.11 ([179]). Для любых q � 2 и p � 0 аппроксима-
ция Паде для e−z не имеет полюсов в секторе

Sp,q = {z : | arg(z)| < cos−1
(q − p− 2

p+ q

)
};

в частности, при p � q � p + 4 все полюса лежат в левой
полуплоскости.
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Так как r(·) ∈ πp,q — аппроксимация e−z, то естественно по-
строить оператор-функцию r(τnAn)

k, которую можно рассмат-
ривать как аппроксимацию exp(tAn) при t = kτn. Для простоты
всюду в этом разделе считаем, что ‖ exp(tAn)‖ �M, t ∈ R+.

Теорема 3.12 ([63]). Пусть выполнено условие (B). Тогда
существует постоянная C, зависящая от r, такая, что если
r(·) A-допустима, то

‖r(τnAn)
k‖ � CM

√
k при τn > 0, k ∈ N.

Замечание 3.1. Множитель
√
k в теореме 3.12, вооб-

ще говоря, нельзя отбросить; более того, имеются примеры
(см. [74], [116]), показывающие, что справедливо неравенство
‖r(τnAn)

k‖ � c
√
k, k ∈ N.

Говорят, что r(·) ∈ πp,q точная порядка 1 � d � p + q, если
|e−z − r(z)| = O(|z|d+1) при |z| → 0.

Теорема 3.13 ([63]). Пусть выполнено условие (B). Тогда
существует постоянная C, зависящая от r, такая, что если
r(·) A-приемлема и точная порядка d, то

‖r(τnAn)
ku0n − exp(tAn)u

0
n‖ � CMτdn‖A

d+1
n u0n‖

при τn > 0, k ∈ N, u0n ∈ D(Ad+1
n ).

Теорема 3.14 ([63]). Пусть выполнено условие (B1). Тогда
существует постоянная C, зависящая от r(·), такая, что ес-
ли r(·) A-приемлема и точная порядка d, то

‖r(τnAn)
ku0n − exp(tAn)u

0
n‖ � CMτdn‖A

d
nu
0
n‖

при τn > 0, k ∈ N, u0n ∈ D(Ad
n).

Теорема 3.15 ([24], [10]). Пусть выполнено условие (B1).
Тогда существует постоянная C, зависящая от r(·), такая,
что если r(·) A-приемлема и точная порядка d с |r(∞) < 1 или
выполнено условие (3.6), то

‖r(τnAn)
ku0n − exp(tAn)u

0
n‖ � CM

τγn
td−γ

‖Aγ
nu
0
n‖

при τn > 0, 0 � γ � d, t = kτn, k ∈ N.

В [73], [168], [170] доказаны аналоги теорем 3.13–3.15 для мно-
гошаговых методов.
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Напомним, что постоянная M2 из условия (B1) определяет α,
0 < α < π

2 , из условия M2 sinα < 1 [128], такую, что

‖(λI −An)
−1‖ � M

|λ− ω|
для любогоλ ∈ Σ(π/2 + α). (3.8)

Теорема 3.16 ([74], [166]). Пусть выполнено условие (B1).
Тогда существует постоянная C, зависящая от r(·), такая,
что если r(·) A(θ)-приемлема, точная порядка d и θ ∈ (π/2 −
α, π/2] для α из условия (3.8), то

‖r(τnAn)
k‖ � CM при τn > 0, k ∈ N

и

‖r(τnAn)
k − exp(tAn)− γk exp(−τ−bn akn(−An)

−b)‖ �
� CM(k−dn + k−1/bn ), t = knτn,

где γ = r(∞), а a, b — некоторые положительные постоянные.

Можно показать [167], что Πk
j=1r(τn,jAn) — устойчивая ап-

проксимация exp(Σk
j=1τn,jA) с переменным размером шага, но

при условии 0 < c � τi/τj � C < ∞, i, j ∈ N.

3.3. Метод экстраполяции Ричардсона. Рассмотрим
схемы (3.3) и (3.5), имеющие порядок сходимости O(τn) и обо-
значим Uτn

n (kn) = Un(t)u
0
n и U

τn
n (kn) = Un(t)u

0
n, t = knτn. Возмо-

жен следующий вариант подхода Ричардсона:

Теорема 3.17 ([15]). Пусть выполнено условие (B). Тогда

при V n(t) = 2U
τn
n (kn)− U

τn/2
n (2kn),

‖V n(t)− un(t)‖ � τ2nMeωtt2‖A3nu
0
n‖, t = knτn.

Если, кроме того, схема (3.5) устойчива, то при Vn(t) =

2Uτn
n (kn)− U

τn/2
n (2kn), t = knτn,

‖Vn(t)− un(t)‖ � τ2nMeωtt2‖A3nu
0
n‖, t = knτn.

Рассмотрим схему Кранка–Николсона

Ũn(kτn + τn)− Ũn(kτn)

τn
= An

Ũn(kτn + τn) + Ũn(kτn)

2
,

Ũn(0) = In, k ∈ N0,

(3.9)

Теорема 3.18 ([15]). Предположим, что выполнено условие
(B), а схема (3.9) устойчива. Тогда

ψn(t) =
4

3
Ũτn/2
n (2kn)−

1

3
Ũτn
n (kn)
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удовлетворяет неравенству

‖ψn(t)− un(t)‖ � cτ4ne
ωtt2‖A6nu

0
n‖, t = knτn.

Вообще, положим Vτn
n (t) = Rp,q(τnAn)

knu0n, t = knτn.

Теорема 3.19 ([15]). Предположим, что выполнено условие
(B), p = q, а схема, соответствующая Vτn

n устойчива. Тогда
при

ψn(t) = −
1

22q − 1
Vτn
n (t) +

22q

22q − 1
Vτn/2
n (t)

имеем

‖ψn(t)− un(t)‖ �

� cτ2q+2n eωt
( t3/2
√
τn

‖A2q+3n u0n‖+ t3τ2q−3n ‖A4q+2n u0n‖
)
,

t = knτn.

Теорема 3.20 ([15]). Пусть выполнено условие (B1), p = q
и τn‖An‖ � const. Тогда при 0 � γ � 2q и

ψn(t) = −
1

22q − 1
Vτn
n (t) +

22q

22q − 1
Vτn/2
n (t)

имеем

‖ψn(t)− un(t)‖ � c
τ2q+2n

t2q+2−γ
eωt‖Aγ

nu
0
n‖, t = knτn.

3.4. Теоремы типа Лакса об эквивалентности с по-
рядками. Теорема эквивалентности Лакса о сходимости реше-
ния задачи аппроксимации к решению данной корректной зада-
чи Коши утверждает, что устойчивость метода — необходимое
и достаточное условие сходимости в предположении, что имеет-
ся согласованность. Недавно была получена теорема Лакса с по-
рядками, дающая возможность рассматривать “неустойчивые”
аппроксимации.

Определение 3.4. Две C0-полугруппы exp(tAn) и exp(tA)
называются согласованными порядка O(ϕ(τn)) на линейном
многообразии U ⊂ E относительно полугруппы exp(·A), если
exp(tA)U ⊆ D(A) и существует постоянная C такая, что

‖(Anpn − pnA) exp(tA)x‖ � Cτnϕ(τn)e
ωt|x|U для любого x ∈ U ,

(3.10)

где | · |U обозначает полунорму на U .
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Определение 3.5. C0-полугруппы exp(tAn) называются устой-
чивыми порядка O(Mne

ωnt), если существуют постоянные Mn
and ωn такие, что

‖ exp(tAn)‖ �Mne
ωnt для любого t ∈ R+. (3.11)

Следующее утверждение является небольшой модификацией
утверждений из [66]–[69] и [85]–[87], доказанной в [12].

Теорема 3.21. Пусть C0-полугруппа exp(·An) согласован-
на порядка O(ϕ(τn)) на линейном многообразии U ⊂ E
относительно полугруппы exp(·A), exp(tA)U ⊂ U и пусть
| exp(tA)x|U �M |x|U . Следующие утверждения эквивалентны:

(i) ‖
(
exp(tAn)pn−pn exp(tA)

)
x‖ � 2Mne

ωntK

(
Cn

2
tϕ(τn), x;E,U

)
;

(ii)

‖
(
exp(tAn)pn − pn exp(tA)

)
x‖ �

�Mne
ωnt

{
Mx, x ∈ E,
Cn
2 tϕ(τn)|x|U , t = knτn ∈ [0, T ], x ∈ U ;

(iii) ‖ exp(tAn)‖ �Mne
ωnt,

‖(Anpn − pnA) exp(tA)x‖ � Cnτnϕ(τn)e
ωt|x|U

для любых x ∈ U , t ∈ R+, где Mx — постоянная, зависящая
только от x, а

K(t, x;E,U) = inf
y∈U

{
‖x− y‖E + t|y|U

}
— функционал Петре.

Определение 3.6. Семейство дискретных полугрупп {Un(knτn)}
называется совместимым порядка O(ϕ(τn)) на линейном много-
образии U ⊂ E относительно полугруппы exp(·A), если U = E
и

‖(Un(τn)pn − pn exp(τnA)) exp(tA)x‖ � Cτnϕ(τn)|x|U

для любого x ∈ U .
(3.12)

Теорема 3.22. Пусть exp(tAn)Un ⊂ Un, выполнено условие
(B) и | exp(tAn)x|Un � Ceωt|xn|Un для любых xn ∈ Un и t > 0.
Тогда эквивалентны следующие условия:

(a)

‖(Un(knτn)− exp(knτnAn))xn‖ �

�MnK

(
Cnknτn

2
ϕ(τn), xn, En,Un

)
, n, kn ∈ N;
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(b)

‖(Un(knτn)− exp(knτnAn))xn‖ �

�Mn




Mxn, xn ∈ En,
Cn

2
tetωϕ(τn)|xn|Un , xn ∈ Un;

(c)

‖Un(knτn)‖B(En) �Mn, ‖(Un(τn)− exp(τnA)) exp(tAn)xn‖ �

le
CnMn

2
τne

ωtϕ(τn)|xn|Un ,

где knτn = t ∈ [0, T ].

Определение 3.7. Семейство дискретных полугрупп {U(knτn)}
называется устойчивым порядка O(1/ψ(n−1)), если

‖Un(knτn)‖B(En) � C/ψ(n−1),

при n, kn ∈ N, 0 < τn � τ∗, τnkn ∈ [0, T ].
(3.13)

Теорема 3.23. Пусть дискретная полугруппа {U(knτn)}
совместима порядка O(ϕ(τn)) на линейном многообразии U ⊂ E
относительно полугруппы exp(·A). Следующие утверждения
эквивалентны:

(i) ‖Un(knτn)‖B(En) � C/ψ(n−1);

(ii)

‖(Un(knτn)pn − pn exp(knτnA))x‖ �

� C

ψ(n−1)
K(knτnϕ(τn), x;E,U), n, kn ∈ N;

(iii)

‖(Un(knτn)pn − pn exp(knτnA))x‖ �

� C

ψ(n−1)

{
Mx, x ∈ E,
knτnϕ(τn)|x|U , knτn ∈ [0, T ], x ∈ U ,

где Mx — постоянная, зависящая только от x.

Теорема 3.24. Пусть | exp(tA)x|U � C|x|U для любых x ∈ U
и t ∈ [0, T ]. Тогда эквивалентны следующие условия:

(i) Семейство операторов {U(knτn)} совместимо порядка
O(ϕ(τn)) на линейном многообразии U ⊂ E относительно полу-
группы exp(·A) и устойчиво порядка O(1/φ(n−1));
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(ii)

‖(Un(knτn)pn − pn exp(knτnA))x‖ �

� C

ψ(n−1)
K(knτnϕ(τn), x;E,U), n, kn ∈ N;

(iii)

‖(Un(knτn)pn − pn exp(tA))x‖ �

� C

ψ(n−1)

{
Mx, x ∈ E,
knτnϕ(τn)|x|U , t = knτn ∈ [0, T ], x ∈ U .

По поводу обобщения теории Лакса–Рихтмейера см. [173],
[184].

Для частного случая, когда E = Lp(Rd), а оператор A ≡
P (D) = Σ|α|�rpαDα в E, можно рассмотреть задачу Коши

∂u(x, t)

∂t
= P (D)u(x, t), u(x, 0) = u0(x), x ∈ R+, (3.14)

с оператором P (D) таким, что (3.14) корректна в смысле

‖u(·, t)‖Lp(R) � c ‖u0(·)‖Lp(R), t ∈ R+.

Обозначим P̂ (ξ) = Σ|α|�rpα(iξ)α. Хорошо известно, что (3.14)

корректна в том и только том случае, если ‖ exp(tP̂ )‖Mp � C,

t ∈ R+, где Mp — пространство мультипликаторов Фурье.
Полудискретная аппроксимация (3.14) задается как

∂un(x, t)

∂t
= Ph(D)un(x, t), un(x, 0) = u0n(x), x ∈ R+, (3.15)

где

Ph(Dh) = h−rΣ|α|�rpα(h)Σβ∈Iαbβun(x+ βh, t)

и
P̂h(ξ) = h−rΣ|α|�rpα(h)Σβ∈Iαbβe

i〈ξ,hβ〉.

Оператор Ph(Dh) называется согласованным с оператором P (D)

с порядком µ, если P̂h(ξ)− P̂ (ξ) = hµ|ξ|r+µQ(hξ), r = deg P̂h(ξ), Q
— бесконечно дифференцируемая функция, а |Q(η)| � Q0 > 0
при 0 < |η| � ε0.

Теорема 3.25 ([62]). Пусть P (D) и Ph(Dh) совместимы по-
рядка µ а (3.14) и (3.15) корректно поставлены. Тогда для каж-
дого T > 0 существует постоянная C > 0 такая, что

‖(etPh(Dh) − exp(tP (D)))u0‖L2(Rd) � chµ‖u0‖W 2,r+µ(Rd),
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а при 0 < s < r + µ,

‖(etPh(Dh) − exp(tP (D)))u0‖L2(Rd) � ch
sµ
µ+r ‖u0‖Bs2 ,

‖(etPh(Dh) − exp(tP (D)))u0n‖L∞(Rd) � ch
sµ
µ+r ‖u0‖

B
d/2+s
2

,

где Bθ
p = Bθ

p,∞ — пространство Бесова.

В [51] отмечено, что для достаточно общего случая Bθ
p,q =

(Lp(R),D(A))θ,q.

Если рассмотреть полную схему дискретизации для (3.14) в
виде LhU

k+1
n = BhU

k
n , k = 0, 1, 2, . . . , где

Lhv = Σβaβ(h)v(x + βh), Bhv = Σβbβ(h)v(x + βh),

то дискретную полугруппу можно рассматривать как

Un(kτn)u
0
n = F−1

(
Ûk
n(ξ)û

0
n

)
,

Ûn(ξ) = B̂n(ξ)/L̂n(ξ),

B̂n(ξ) = Σβaβ(h)e
〈ξ,βh〉

(временной шаг τn связан с h условием τn/h
r = const). Такой

конечно-разностный оператор Un(kτn) аппроксимирует (3.14) с
порядком µ, если

Ûn(ξ) = eτnP̂ (ξ) +O(hr+µ + |ξ|r+µ)

при ξ, h → 0.

Теорема 3.26 ([62]). Пусть (3.14) корректно поставлена, а
Un(kτn) устойчива в E = L2(Rd) и аппроксимирует (3.14) с по-
рядком µ > 0. Тогда для любого T > 0 существует постоянная
c > 0 такая, что

‖
(
Un(t)− exp(tP (D)

)
)u0n‖L2(Rd) � chµ‖u0n‖W 2,r+µ(Rd),

а при 0 < s < r + µ,

‖
(
Un(t)− exp(tP (D)

)
)u0‖L2(Rd) � ch

sµ
µ+r ‖u0‖Bs2 ,

‖
(
Un(t)− exp(tP (D)

)
)u0‖L∞(Rd) � chµ‖u0‖

B
d/2+µ+r
2,1

,

‖
(
Un(t)− exp(tP (D)

)
)u0‖L∞(Rd) � ch

sµ
µ+r ‖u0‖

B
d/2+s
2

, t = kτn ∈ [0, T ].

Обратно, порядок сходимости влечет гладкость u0n, см. [51],
[62].
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Дискретизация по времени параболических задач с памятью
рассматривалась [46] на основе неявного метода Эйлера. Устой-
чивость и оценки погрешности имеют место в банаховом про-
странстве, и результаты используются для получения оценок
погрешности в L2 и max-нормах для кусочно конечноэлемент-
ной дискретизации в случае пространства размерности 2.

§ 4. Обратная задача Коши

Рассмотрим следующую обратную задачу Коши в банаховом
пространстве E:

v′(t) = Av(t), t ∈ [0, T ],

v(T ) = vT ,
(4.1)

где элемент v(0) неизвестен. По крайней мере в двух важных
случаях эта задача не является корректной; именно, если A не
ограничен и порождает аналитическую C0-полугруппу, или по-
лугруппа exp(·A) компактна. В самом деле, в этих ситуация
задача exp(TA)x = vT не корректна [70], [6], [195] в том смысле,
что оператор exp(−TA) не ограничен на E и, кроме того, вооб-
ще говоря, D(exp(−TA)) �= E. Это означает, вообще говоря, что
задача Коши (4.1) имеет решение только для некоторых (а не
для всех) начальных данных vT , причем решение v(0) (если оно
существует) не может непрерывно зависеть от начальных дан-
ных. После замены переменных, полагая v(η) = u(T − η), можно
переписать задачу (4.1) в виде

u′(t) = −Au(t), t ∈ [0, T ],

u(0) = u0,
(4.2)

где u0 = vT задано, а u(T ) — элемент, подлежащий определе-
нию. В этом параграфе рассматривается аппроксимация (4.2) с
оператором A, порождающим аналитическую C0-полугруппу.

Определение 4.1. Ограниченный линейный оператор Rε,T ,
действующий в пространстве E, называется регуляризатором
задачи Коши (4.2), если для любого δ > 0 и любого u0 ∈ E, для
которого существует решение (4.2), найдется ε = ε(δ) > 0 такое,
что ε(δ) → 0 при δ → 0 и

sup
‖uδ−u0‖�δ

‖Rε(δ),T u
δ − exp(−TA)u0‖ → 0

при δ → 0.

В [8] доказано, что для существования линейного регуляри-
затора задачи (4.2), коммутирующего с оператором A, необхо-
димо и достаточно, чтобы −A порождал Cε-полугруппы Sε(t),
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0 � t � T , такие, что Cε сильно сходится к тождественному
оператору I при ε → 0.
Существует много регуляризаторов, которые можно рассмат-

ривать для задачи (4.2). Например, в [13] показано, что если
−A2n порождает косинус-операторную функцию, то метод ква-
зиобращения, заданный задачей Коши

u′n,α(t) = −Anun,α(t)− αA2nun,α(t), un,α(0) = u0n,

является методом регуляризации для (4.2), а

‖un,α(T )− pnu(T )‖ � Cα
(
‖u0n − pnu

0‖/δ + ρ
)
,

где

α = α(δ) = 1/
(
ln(1/δ) − ln ln(1/δ) − o(ln−1(1/δ))

)
.

В этом случае Sα(t) ≡ exp(−tA) exp(−αTA2) является Cα-

полугруппой с Cα = exp(−αTA2) и Cα → I при α → 0. Кроме
того, генератором этой Cα-полугруппы служит −A.
В [79] показано, что стохастическое дифференциальное урав-

нение

duα(t) = −Auα(t)dt− αAuα(t)dw(t),

u(0) = u0,
(4.3)

где w(·) — стандартный одномерный винеровский процесс, до-
ставляет стохастическую регуляризацию (4.2). В явной форме
операторная функция

Uα(t)u
0 =

1

2πi

∫
Γ
e
−tλ−α

(
w(t)−w(0)

)
λ− 1

2
α2λ2|t|

(λ−A)−1u0dλ, t > 0,

представляющая решение (4.3) для любого u0 ∈ Ac(A), обладает
следующими свойствами:

lim
α→0

‖Uα(T )u
0 − exp(−TA)u0‖ = 0, (4.4)

‖Uα(t)‖ �
c1

α
√
|t|

exp

(
c2

√
|t|

α
+ c3|t|

−µ)2
)
+ b(α, |t|) для любого α > 0.

(4.5)

Здесь функция b(α, t) ограничена по параметрам α и t, а Ac(A)
— множество целых векторов оператора A. В силу неравентства

‖Uα(T )u
δ − exp(−TA)u0‖ �

� ‖Uα(T )‖ ‖u
δ − u0‖+ ‖Uα(T )u

0 − exp(−TA)u0‖,
(4.6)
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это означает непрерывную зависимость от α = α(δ), так что
Uα(T ) становится регуляризатором. Операторная функция t  →

exp
(
(T − t)A

)
Uα(T ), 0 � t � T , есть Cα-полугруппа с Cα =

exp(TA)Uα(T ). Можно убедиться, что Cα → I при α → 0 и что
генератор этой Cα–полугруппы есть −A.

4.1. C-полугруппы и некорректные задачи. Пусть C
— ограниченный линейный оператор, действующий в банахо-
вом пространстве E, т.е. C ∈ B(E), и пусть T > 0 — некоторое
конечное число.

Определение 4.2 ([191]). Семейство неограниченных опе-
раторов {S(t) : 0 � t < T} называется локальной C-полугруппой
на E, если

(i) S(t+ s)C = S(t)S(s) при t, s, t+ s ∈ [0, T ),
(ii) S(0) = C,
(iii) S(·) сильно непрерывно на [0, T ).

Ясно, что S(·) — коммутативное семейство. Локальная C-
полугруппа называется невырожденной, если из условия S(t)x =
0 для всех t ∈ (0, T ) следует, что x = 0. Из определения 4.2 ви-
дим, что локальноя C-полугруппа не вырождена [82] в том и
только том случае, если C инъективен, т.е. N (C) = {0}. По по-
воду построений с N �= {0} см. [130], [131]. Интересен вопрос
о применении случая неинъективных C-полугрупп к некоррект-
ным задачам, однако этот переход в деталях пока не отработан.
Начиная с этого момента, будет рассматриваться ситуация, ког-
да C ∈ B(E) — инъективный оператор.

Определение 4.3. Генератор {S(t) : 0 � t < T} определяет-
ся как предел

−Gx := C−1 lim
h→0+

1

h
(S(h)x − Cx), x ∈ D(G),

с естественной областью определения

D(G) :=
{
x ∈ E : ∃ lim

h→0+

1

h
(S(h)x −Cx) ∈ R(C)

}
.

Предложение 4.1 ([185]). Оператор G замкнут, R(C) ⊆

D(G) и C−1GC = G.

Обозначим C-полугруппу S(·) с генератором −G через S(·G).
Далее, пусть τ ∈ (0, T ). Положим

Lτ (λ)x :=

∫ τ

0
e−λtS(tG)xdt, x ∈ E,λ > 0. (4.7)

Это есть так называемое локальное преобразование Лапласа для
S(·G).
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Предложение 4.2. Пусть S(·G)— локальная C-полугруппа
и пусть Lτ (·) — локальное преобразование Лапласа для S(·G).
Тогда для любого x ∈ E, имеем Lτ (λ)x ∈ D(G) и

(λ+G)Lτ (λ)x = Cx− e−λτS(τG)x при всех τ ∈ [0, T ) и λ > 0.
(4.8)

В случае локальной C-полугруппы спектр σ(−G) может ле-
жать на полупрямой [0,∞). Поэтому в этом случае, преобразо-
вание Лапласа локальной C–полугруппы, вообще говоря, не су-
ществует и мы следуем идеям работ [49], [185], [191]. Функция
Lτ (λ) со свойством (4.8) называется асимптотической резоль-
вентой.

Теорема 4.1 ([185]). Пусть A — ограниченный линейный
оператор в E и пусть C ∈ B(E) инъективен.

(i) Если оператор A является генератором локальной C-
полугруппы {S(t) : 0 � t < T} на E, то существует асимпто-
тическая C-резольвента Lτ (λ) оператора −A такая, что∥∥∥∥ dm

dλm
Lτ (λ)x

∥∥∥∥ �Mτ
m!

λm+1
‖x‖, x ∈ E, (4.9)

с 0 � m/λ � τ, λ > a,m ∈ N∪{0}, а оператор A удовлетворяет
соотношению C−1AC = A.

(ii) Если −A допускает асимптотическую резольвенту,
удовлетворяющую (4.9), а CD(A) плотно в D(A), D(C−1AC) ⊂
D(A), т.е. из Cx ∈ D(A) и ACx ∈ R(C) следует, что x ∈ D(A),

то часть A0 оператора A в E0 := D(A) порождает локальную
C-полугруппу на E0, причем C равен C0 := C|E0 .

В частности, при условии, что CD(A) = E, генератор −A
порождает локальную C-полугруппу на E в том и только том
случае, если C−1AC = A и существует асимптотическая C-
резольвента, удовлетворяющая (4.9). В этом случае A плотно
определен.

Замечание 4.1. Асимптотическая C-резольветна Lτ (λ) опе-
ратора −A компактна для некоторого λ ∈ C (а значит и для лю-
бого достаточно большого λ) в том и только том случае, если
S(·A) компактен и равномерно непрерывен на t. В самом деле,
если S(·A) компактен, то по (4.7) и [217], Lτ (λ) компактен. Об-
ратно, беря производную Lτ (λ) по τ и используя то, что S(·A)
равномерно непрерывен по t, имеем, что S(·A) компактен как
равномерный предел компактных операторов. Это обстоятельст-
во может быть использовано для аппроксимации полулинейных
уравнений в случае C-полугруппового подхода (см. §6).

Рассмотрим абстрактную задачу Коши, заданную в (3.2).
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Определение 4.4. Функция u(·) называется решением (ACP;
T,y), если u(·) непрерывно дифференцируема по t ∈ [0, T ),
u(t) ∈ D(A) для всех 0 � t < T и u(·) удовлетворяет (3.2). Обо-
значим (ACP;T, y) с y ∈ CD(A) также через (ACP;T,CD(A)).

Определение 4.5. Задача Коши (ACP ;T,CD(A)) называ-
ется обобщенно корректной, если для всякого y ∈ CD(A) су-
ществует единственное решение u(·; y) задачи (ACP ;T, y) та-
кое, что ‖u(t; y)‖ �M(t)‖C−1y‖ при 0 � t < T и y ∈ CD(A), где
функция M(t) ограничена на каждом компактном подынтервале
[0, T ).

Здесь следует подчеркнуть, что обобщенная корректность в
смысле определения 4.5 является более общей, чем в случае за-
дачи из (3.1). Кроме того, можно утверждать, что эта обобщен-
ная корректность есть условие разрешимости для задачи (3.2),
в которой существует регуляризатор.

Теорема 4.2 ([185]). Пусть C — ограниченная линейная
инъекция на E, а A — замкнутый линейный оператор. Тог-
да эквивалентны следующие условия:

(I) Оператор −A есть генератор локальной C-полугруппы;
(II) C−1AC = A и задача v′(t) = −Av(t)+Cx, t ∈ [0, T ), v(0) =

0, имеет единственное решение для всякого x ∈ X. Если либо
ρ(A) �= ∅, либо A плотно определен, то (I) и (II) также экви-
валентны условию

(III) C−1AC = A и задача
(
ACP ;T,CD(A)

)
обобщенно кор-

ректна. Кроме того, u(t; y) = C−1S(tA)y, t ∈ [0, T ), — единст-
венное решение для любого начального значения y ∈ CD(A).

Так как локальные C-полугруппы являются регуляризатора-
ми некорректной задачи (3.2), то очень важно иметь теорию
аппроксимации локальных C-полугрупп.

4.2. Теорема о полудискретной аппроксимации. Рас-
смотрим в рамках общей схемы дискретизации полудискретную
аппроксимацию задачи (3.2) в банаховых пространствах En:

u′n(t) = −Anun(t), t ∈ [0, T ),

un(0) = u0n,
(4.10)

где операторы −An являются генераторами локальных Cn-
полугрупп, согласованных с оператором −A и u0n → u0. Со-
гласованность понимается в смысле общей схемы аппроксима-
ции как PP-сходимость Cn → C и PP-сходимость резольвент
(λ̃ − An)

−1 → (λ̃ − A)−1 для некоторого λ̃ ∈ ρ(A) ∩ ρ(An). На-
помним, что в нашем общем случае (4.1) такое λ̃ существует,
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поскольку естественно предполагается, что выполнены условия
(A) и (B) теоремы 3.1.

Теорема 4.3 ([212] (Теорема ABC-C)). При условии CD(A2) =
E следующие условия (Ac) вместе с (Bc) эквивалентны условию
(Cc).

(Ac) Согласованность. Cn → C и операторы An и A согла-
сованы;

(Bc) Устойчивость. Для любого 0 < τ < T существует не-
которая постоянная Mτ , не зависящая от n, такая, что

‖S(tAn)‖ �Mτ при 0 � t � τ и n ∈ N;

(Cc) Сходимость. Для любого 0 < τ < T имеем

max
t∈[0,τ ]

‖S(tAn)x
0
n − pnS(tA)x

0‖ = 0

при n → ∞, как только x0n → x0.

Замечание 4.2. В случае экспоненциально ограниченных
C-полугрупп [83], [84] тривиальным образом можно заменить
условие (Ac) на условие

(A′) Cn → C и (λ̃−An)
−1Cn → (λ̃−A)−1C для некоторого λ̃ ∈

C; см. [222] по поводу деталей. Поскольку конструкция может
быть проведена теперь с условием (A′), в этом случае не нужно
предполагать что (λ̃−An)

−1 → (λ̃−A)−1 для некоторого λ̃.

Замечание 4.3. Условие CD(A2) = E было наложено для
простоты. В общем случае получается сходимость на множес-
тве CD(A2). В случае интегрированной полугруппы такие си-
туации хорошо исследованы, см., например, [52], [54]. На самом
деле статья [52] посвящена следующему эффекту, обнаруженно-
му при изучении сходимости полугрупп. Предположим, что за-
дана последовательность равномерно ограниченных полугрупп
{exp(tAn), t � 0}, n � 1 (‖ exp(tAn)‖ � M , t ∈ R+), действую-
щих в банаховом пространстве E. Допустим далее, что предел

lim
n→∞

(λI −An)
−1x = S(λ)x

существует для любого x ∈ E. Если

R(S(λ)) = E (4.11)

(R(S(λ)) — общий для всех λ > 0), то рассматриваемые по-
лугруппы сильно сходятся по теореме Троттера–Като. Можно
также показать, что если ослабить условие (4.11), то предел

lim
n→∞

exp(tAn)x (4.12)

27



будет существовать для всех x ∈ R(S(λ)) (см., например, [133],
[89] с. 34, или [52], [54]). Как было замечено Т. Г. Курцем [133],
для любого x ∈ E существует предел

lim
n→∞

∫ t

0
exp(sAn)xds. (4.13)

В общем случае, тем не менее, нельзя ожидать выполнения
(4.12) при x �∈ R(S(λ)). Этот эффект конечно связан с теоре-
мой Арендта или скорее с теоремой порождения для абсолютно
непрерывных интегрированных полугрупп, приведенной в [56].

Рассмотрим полудискретизацию задачи (4.3) в банаховых
пространствах En:

dun,α(t) = −Anun,α(t)dt− αAnun,α(t)dw(t),

un,α(0) = u0n,
(4.14)

где u0n → u0, операторы An порождают аналитические полу-
группы и {(Ω,F ,P) , w(t)} — стандартный одномерный винеров-
ский процесс (броуновское движение). Как обычно, символ E[·]
обозначает математическое ожидание.
Подчеркнем, что рассматривается ситуация, в которой

σ(An), σ(A) ⊂ C \Σ
(
3

4
π

)
.

Теорема 4.4 ([212]). Пусть выполнены условия (A) и (B1)
теоремы 3.2 и пусть δn > 0 — последовательность, сходя-
щаяся к 0 при n → ∞. Тогда существует последователь-
ность αn такая, что un,αn(t) → u(t) для любого t ∈ [0, T ] при
n → ∞. Здесь un,αn(·) — решение (4.14), а u(·) — решение (4.2)

с u0 ∈ Ac(A). Сходимость понимается в следующем смысле:

sup
‖u0n−pnu0‖�δn

‖un,αn(t)− pnu(t)‖ → 0, P-почти наверное при δn → 0.

4.3. Аппроксимация дискретными C-полугруппами.
Следуя §3, обозначим через {Tn(·)} семейство дискретных по-
лугрупп на En соответственно, т.е. Tn(t) = Tn(τn)

kn , где
kn = [t/τn]. Определим генератор для Tn(·) по формуле −An =
1

τn
(Tn(τn)− I) и рассмотрим процесс τn → 0, kn, n → ∞. Пред-

положим, что Cn ∈ B(En) — инъективный оператор такой, что
TnCn = CnTn. Дискретная Cn–полугруппа Un(·) определяется
как Un(t) = Tn(t)Cn. В этом пункте считаем также, что раз-
мерность каждого из пространств En конечна, но dim (En) → ∞
при n→ ∞.
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Теорема 4.5 ([212] (теорема ABC-C-discr)). При условии (A)

теоремы 3.1 и в предположении, что CD(A2) = E, следующие
условия (Acd) и (Bcd) вместе взятые эквивалентны условию
(Ccd).

(Acd) Согласованность. Cn → C, операторы An и A согла-
сованы и An ∈ B(En), n ∈ N;

(Bcd) Устойчивость. Для любого 0 < τ < T существует
некоторая постоянная Mτ , не зависящая от n, такая, что

‖Un(t)‖ �Mτ при всех 0 � t � τ < T и n ∈ N

равномерно при любом выборе {τn} и {kn} как только τn → 0,и
kn = [t/τn];

(Ccd) Сходимость. Для любого 0 < τ < T ,

max
t∈[0,τ ]

‖Un(t)x
0
n − pnS(tA)x

0‖ → 0

при τn → 0, n → ∞ как только x0n → x0.

Теорема 4.6 ([212]). Пусть выполнены условия (Ac) и (Bc).
Предположим, что выполнены условие (A) теоремы 3.1 и пред-

положение CD(A2) = E, а также, что

τn‖A
2
nC
−1
n ‖ � q

MτT

с q < 1. Тогда

‖Un(t)‖ �Mτ (1 − q)−1при 0 � t � τ < T и любом n ∈ N

равномерно для любого выбора {τn} и {kn} с τn → 0 как

только kn =

[
t

τn

]
. Кроме того, для любого 0 < τ < T ,

maxt∈[0,τ ] ‖Un(t)x
0
n − pnS(tA)x0‖ → 0 при τn → 0, n → ∞ как

только x0n → x0.

Замечание 4.4. На самом деле схему Un(t) ≡ (I +

τnAn)
−knCn м t = knτn можно построить даже при условии (3.4).

В самом деле, τnAn = τnλAn(λ − An)
−1 − τnA

2
n(λ − An)

−1, а по
выбору λ, можно сделать второй член меньшим, чем ε, и тогда,
выбирая подходящим образом τn при фиксированном λ, получа-
ем ‖τnAn‖ � 2ε, так что схема Un(·) корректно определена.

Замечание 4.5. В отличие от корректного случая, для не-
корректных задач представляется,что явные и неявные методы
дискретизации по времени не так уж и различаются в смыс-
ле выигрыша в устойчивости (ср. с теоремами 3.5, 3.6). Кроме
того, при условии (3.4) из тождества

(I − τnAn)
knCn = (I − τ2nA

2
n)

kn(I + τnAn)
−knCn

29



и неравенства ‖(I±τ2nA
2
n)

kn‖ � Cetτn‖A
2
n‖, t = knτn, вытекает, что

свойства устойчивости явных и неявных методов одинаковы для
некорректных задач.

Имеется множество стохастических конечно-разностных
схем, которые можно написать для задачи (4.14). Например, не-
которые наиболее простейшие из них — это

Un,α(t+ τn)− Un,α(t) = −τnAnUn,α(t)− α∆w(t)AnUn,α(t),

(4.15)

Ūn,α(t+ τn)− Ūn,α(t) = −τnAnŪn,α(t+ τn)− α∆w(t)AnŪn,α(t),
(4.16)

где ∆w(t) =
(
w(t)−w(t−τn)

)
, t = knτn, а Un,α(0) = Ūn,α(0) = In.

Теорема 4.7 ([212]). Пусть выполнены условия (A) и (B1)
теоремы 3.2. Предположим, что условия устойчивости (3.4) и

τn‖A
2
n‖e

c‖An‖ = O(1)

выполняются для некоторой постоянной c > 0. Тогда при αn =√
τn схема (4.15) устойчиво ведет себя в следующем смысле:

ηn := sup
n∈N

sup
{
E

[∥∥∥Un,αn(t)u
0
n − exp

(
−tAn + αn(w(t) −

−w(0))An −
t

2
α2nA

2
n

)
u0n

∥∥∥] : ‖u0n‖ � 1
}
→ 0,

и сходится в следующем смысле:

E

[
‖Un,αn(t)u

0
n − pnu(t)‖

]
�

� C
(√

τn‖A exp(−TA)u0‖+ ‖un,αn(t)− pnuαn(t)‖+ ηn‖u
0
n‖
)
,

0 < t � T.

Для схемы Un,αn(·) применяются аналогичные понятия.
Можно также изучить сходимость более сложных численных

методов. Например, в [64] для аппроксимации (4.14) рассматри-
валась следующая схема Рунге–Кутта:

Y1 = Un,α(t) +
√
τnαAnUn,α(t),

Un,α(t+ τn)− Un,α(t) = −τnAnUn,α(t) + α∆w(t)AnUn,α(t) +

+

√
τn

2

(
(∆w(t))2

√
τn

− 1

)(
αnAnY1 − αAnUn,α(t)

)
. (4.17)
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Поэтому решение можно записать в виде

Un,α(t+ τn) = (In − τnAn −
α2τn
2

A2n)
kn ×

×
kn∏
k=1

(
In + Z−1n α∆w(t)An + (Z−1n /2)α2∆w(t)2A2n

)
Un,α(0),

(4.18)

где

Zn =
(
In − τnAn −

α2τn
2

A2n

)
.

Теорема 4.8 ([64]). Пусть выполнены условия (A) и (B) те-
оремы 3.2. Предположим, что условия устойчивости (3.4) и

τn‖A
2
n‖e

c‖An‖ = O(1)

выполняются для некоторой постоянной c > 0. Тогда при αn =√
τn схема (4.18) ведет себя устойчиво в следующем смысле:

ηn := sup{E[‖Un,αn(t)u
0
n − e(−tAn+αn(w(t)−w(0))An−

t
2
α2nA

2
n)u0n‖] :

‖u0n‖ � 1} → 0,

и сходится в следующем смысле:

E

[
‖Un,αn(t)u

0
n − pnu(t)‖

]
�

� C
√
τn‖A exp(−TA)u0‖+ ‖un,αn(t)− pnuαn(t)‖ +Cηn‖u

0
n‖,

0 < t � T.

В случае корректной задачи{
duα(t) = Auα(t)dt+ αAuα(t)dw(t),

u(0) = u0,
(4.19)

где оператор A порождает аналитическую C0-полугруппу, полу-
дискретная и полностью дискретная схемы не нуждаются в до-
полнительных предположениях об устойчивости и порядок схо-
димости определяется в точности условием совместимости схе-
мы. Точнее, член eλt, стоящий под знаком интеграла, приводит
к абсолютной сходимости интеграла независимо от поведения α
на любом компактном множестве. Например, справедливо сле-
дующее утверждение.

Теорема 4.9 ([64]). Пусть выполнены условия (A) и (B′′)
теоремы 3.2. Предположим, что выполняются условия устой-
чивости (3.4) для некоторой постоянной C > 0. Тогда для лю-
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бого αn ∈ [0, α′] схема типа (4.18) устойчиво ведет себя в сле-
дующем смысле:

sup{E[‖Un,αn(t)u
0
n − e(tAn+αn(w(t)−w(0))An−

t
2
α2nA

2
n)u0n‖] :

‖u0n‖ � 1} � τn,

и сходится в следующем смысле:

E

[
‖Un,αn(t)u

0
n − pn exp(tA)u

0‖
]
�

� Cαn‖A exp(tA)u0‖+ ‖un,αn(t)− pnuαn(t)‖+ Cτn‖u
0
n‖,

0 < t � T.

§ 5. Неравенства коэрцитивности

Рассмотрим следующую неоднородную задачу Коши в бана-
ховом пространстве E:

u′(t) = Au(t) + f(t), t ∈ [0, T ],

u(0) = u0,
(5.1)

с оператором A, порждающим C0-полугруппу, и с некоторой
функцией f(·) из [0, T ] в E. Задачу (5.1) можно рассматривать
в различных функциональных пространствах. Наиболее попу-
лярные ситуации — это следующие постановки: корректность в
пространствах C([0, T ];E), Cα,0([0, T ];E) и Lp([0, T ];E) (см. [33],
[45], [156], [214]).
Говорят, что задача (5.1) корректна, скажем, в C([0, T ];E),

если для любого f(·) ∈ C([0, T ];E) и любого u0 ∈ D(A)
i) задача (5.1) однозначно разрешима, т.е. u(·) удовлетворяет

уравненимю и краевому условию (5.1), u(·) непрерывно диффе-
ренцируема на [0, T ], u(t) ∈ D(A) при любом t ∈ [0, T ], а Au(·)
непрерывна на [0, T ];

ii) оператор (f(·), u0) → u(·), рассматриваемый как оператор
из C([0, T ];E) ×D(A) в C([0, T ];E), непрерывен.
В случае u0 ≡ 0, коэрцитивная корректность в C([0, T ];E)

означает, что ‖Au(·)‖C([0,T ];E) � c‖f(·)‖C([0,T ];E). В общем слу-
чае, коэрцитивная корректность в пространстве Υ([0, T ];E)
для задачи (5.1) означает, что она корректна в пространстве
Υ([0, T ];E) и

‖u′(·)‖Υ([0,T ];E) + ‖Au(·)‖Υ([0,T ];E) � C(‖f(·)‖Υ([0,T ];E) + ‖u0‖F ),

где F — некоторое подпространство в E. По поводу результатов
о коэрцитивной корректности см. [33], [45], [156].
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Полудискретная аппроксимация (5.1) — это следующие за-
дачи Коши в банаховых пространствах En:

u′n(t) = Anun(t) + fn(t), t ∈ [0, T ],

un(0) = u0n,
(5.2)

с операторами An, порождающими C0-полугруппы, причем An и
A согласованы, u0n → u0 и fn → f в подходящем смысле. Следуя
разделу 3, естественно считать, что выполнены условия (A) и
(B1).
Опишем здесь дискретизацию по времени для (5.2). Просте-

шая разностная схема (схема Роте) — это схема

U
k
n − U

k−1
n

τn
= AnU

k
n + ϕk

n, k ∈
{
1, ...,

[
T

τn

]}
,

U
0
n = u0n,

(5.3)

где, например, в случае fn(·) ∈ C([0, T ];En) можно положить

ϕk
n = fn(kτn), k ∈ {1, ...,K},K =

[
T

τn

]
,

а в случае fn ∈ L1([0, T ];En), — положить

ϕk
n =

1

τn

∫ tk

tk−1

fn(s)ds, tk = kτn, k ∈ {1, ...,K}.

5.1. Неравенство коэрцитивности в пространствах
Cτn([0, T ];En). Обозначим через Cτn([0, T ];En) пространство
элементов ϕn = {ϕk

n}
K
k=0 таких, что ϕ

k
n ∈ En, k ∈ {0, ...,K}, снаб-

женное нормой ‖ϕn‖Cτn ([0,T ];En) = max0�k�K ‖ϕk
n‖En.

Напомним, что коэрцитивная корректность в C([0, T ];E) вле-
чет, что [45] A порождает аналитическую C0-полугруппу.

Теорема 5.1 ([45]). Пусть выполнено условие (B1). Тогда
задача (5.3) устойчива в пространстве Cτn([0, T ];En), т.е..

‖Un‖Cτn ([0,T ];En) � C
(
‖ϕn‖Cτn ([0,T ];En) + ‖u0n‖

)
.

Теорема 5.2 ([45]). Пусть выполнено условие (B1). Тогда
задача (5.3) почти коэрцитивно устойчива в пространстве
Cτn([0, T ];En), т.е.

‖AnUn‖Cτn ([0,T ];En) �M
(
‖Anu

0
n‖En +

+min
(
ln(1/τn), 1 +

∣∣∣ ln ‖An‖
∣∣∣)‖ϕn‖Cτn ([0,T ];En)

)
.
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Следует отметить, что если (5.1) коэрцитивно корректно по-
ставлена в пространстве C([0, T ];E), то [88] оператор A должен
быть ограничен либо пространство E содержит подпростран-
ство, изоморфное c0. Вообще говоря, это означает, что задача
(5.3) не коэрцитивно корректна в пространстве Cτn([0, T ];En).
Для явной схемы

Uk
n − Uk−1

n

τ
= AnU

k−1
n + ϕk

n, k ∈ {1, ...,K},

U0n = u0n,

(5.4)

теорема 5.2 может быть передоказана, однако, при выполнении
условия устойчивости.

Теорема 5.3 ([45]). Пусть выполнено условие (B1) и пусть

τn ln

(
1

τn

)
‖An‖ � ε для достаточно малого ε > 0. Тогда

задача (5.4) почти коэрцитивно устойчива в пространстве
Cτn([0, T ];En), т.е.

‖AnUn‖Cτn ([0,T ];En) + ‖Un‖Cτn ([0,T ];E
n,1−

1
ln 1
τn

�

�M

(
‖Anu

0
n‖E

n,1−
1
ln 1
τn

+

+min
(
ln(1/τn), 1 +

∣∣∣ ln ‖An‖
∣∣∣)‖ϕn‖Cτn ([0,T ];En)

)
,

где

‖un‖En,α =
( ∫ ∞
0

‖An exp(tAn)un‖
1
1−α
En

dt
)1−α

.

Замечание 5.1. Пространство En,α с эквивалентной нормой
совпадает с вещественным интерполяционным пространством
(En,D(An))1−1/p,p, см. [156].

5.2. Неравенства коэрцитивности в пространствах
Cα,0
τn ([0, T ];En). Обозначим через Cα,0

τn ([0, T ];En), 0 < α < 1, про-
странство элементов ϕn с нормой

‖ϕn‖Cα,0τn ([0,T ];En)
= max
0�k�K

‖ϕk
n‖En +

+ max
1�k<k+l�K

‖ϕk+l
n − ϕk

n‖En(τnk)
α(lτn)

−α.

Теорема 5.4 ([22]). Пусть выполнено условие (B1). Тогда
схема (5.3) коэрцитивно корректна в Cα,0

τn ([0, T ];En) с 0 < α <
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1, т.е.

‖AnUn‖Cα,0τn ([0,T ];En)
� M

α(1 − α)

(
‖Anu

0
n‖En + ‖ϕn‖Cα,0τn ([0,T ];En)

)
.

Грубо говоря, предположение (B1) необходимо и достаточно
для коэрцитивной корректности в пространстве Cα,0

τn ([0, T ];En).

5.3. Неравенство коэрцитивности в пространствах
Lp
τn([0, T ];En). Обозначим через Lp

τn([0, T ];En), 1 � p < ∞, про-
странство элементов ϕn с нормой

‖ϕn‖Lpτn ([0,T ];En) =
(
ΣK
j=0‖ϕ

k
n‖

p
En
τn
)1/p

.

Теорема 5.5 ([22]). Пусть выполнено условие (B1). Предпо-
ложим, что разностная схема (5.3) коэрцитивно корректна
для некоторого 1 < p0 < ∞ в пространстве Lp0

τn([0, T ];En).

Тогда она коэрцитивно корректна в Lp
τn([0, T ];En) для любого

1 < p < ∞ и

‖AnUn‖Lpτn ([0,T ];En) + max
0�k�K

‖U
k
n‖En,1−1/p �

� Mp2

p− 1

(
‖ϕn‖Lpτn ([0,T ];En) + ‖U

0
n‖1−1/p

)
.

Следует отметить, что, в отличие от случая пространства
Cα,0, одной только аналитичности полугруппы exp(·A) не доста-
точно для коэрцитивной корректности в пространстве Lp [144],
так что для установления коэрцитивной корректности в Lp нуж-
ны дополнительные предположения.

Теорема 5.6 ([22]). Пусть 1 < p, q < ∞, 0 < α < 1, и пусть
выполнено условие (B1). Тогда разностная схема (5.3) коэрци-
тивно корректна в Lp

τn([0, T ];En,α,q), т.е.

‖AnUn‖Lpτn ([0,T ];En,α,q) + max
0�k�K

‖Uk
n‖En,1−1/p �

� Mp2

(p− 1)α(1 − α)

(
‖ϕn‖Lpτn ([0,T ];En,α,q) + ‖U0n‖1−1/p

)
,

где En,α,q — интерполяционное пространство (En,D(An))α,q с
нормой

‖un‖En,α,q =
(∫ ∞
0

‖λαAn(λ−An)
−1‖qEn

dλ

λ

)1/q
.

Для общего банахова пространства E справедливы следую-
щие результаты. Пусть A — генератор аналитической полу-
группы exp(tA), t ∈ R+, линейных ограниченных операторов с
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экспоненциально убывающей нормой при t → ∞. Это означает,
что выполнено условие устойчивости (B′′1 ) с ω

′′ � 0.

Теорема 5.7 ([44]). Пусть выполнено условие (B1). Тогда
решение разностной схемы (5.3) почти коэрцитивно устойчи-
во, т.е. неравенство

‖AnUn‖Lpτn ([0,T ];En) �M
(
‖AnU

0
n‖En +

+min
{
ln

1

τn
, 1 + | ln ‖An‖B(En)|

}
‖ϕn‖Lpτn ([0,T ];En)

)

выполняется для любого p � 1, где M не зависит от τn, u
0
n и

ϕn.

Конечно, для схем типа

Uk
n − Uk−1

n

τn
= An(

Uk
n + Uk−1

n

2
) + ϕk

n, n ∈ {1, ...,K},

U0n = u0n.

(5.5)

можно рассматривать коэрцитивную корректность.

Теорема 5.8 ([44]). Пусть выполнено условие (B1). Тогда
решение разностной схемы (5.5) почти коэрцитивно устойчи-
во, т.е. оценка

∥∥∥{An
U j
n + U j−1

n

2

}∥∥∥
L
p
τn ([0,T ];En)

�M
(
‖Anu

0
n‖En +

+min
{
ln

1

τn
, 1 + | ln ‖An‖En �→En|

}
‖ϕn‖Lpτn ([0,T ];En)

)

выполняется для любого p � 1, где M не зависит от τn, u
0
n,

and ϕn.

Теорема 5.9 ([44]). Пусть выполнено условие (B1) и пусть
справедливо условие (3.6). Тогда решение разностной схемы
(5.5) почти коэрцитивно устойчиво, т.е. оценка

‖AnUn‖Lpτn ([0,T ];En) �M
(
‖Anu

0
n‖En +

+min
{
ln

1

τn
, 1 + | ln ‖An‖En �→En|

}
‖ϕn‖Lpτn ([0,T ];En)

)

выполняется для любого p � 1, где M не зависит от τn, u
0
n и

ϕn.

Необходимое и достаточное условие коэрцитивной коррект-
ности задачи (5.1) в Lp([0, T ];E) было получено в [219], [218],
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[119]. Более точно, скажем, что банахово пространство E обла-
дает UMD-свойством, если преобразование Гильберта

Hf(t) =
1

π
PV −

∫ ∞
−∞

1

t− s
f(s)ds

продолжается до ограниченного оператора в Lp(R;E) для не-
которого (для всех) p ∈ (1,∞). Хорошо известно, что все про-
странства Lq(Ω, µ) (и их факторпространства) с 1 < q < ∞
обладают этим свойством.
Поолугруппа Пуассона на L1(R) и на Lp(R;E) не коэрци-

тивно корректна на пространстве Lp(R, E), если E не являет-
ся UMD-пространством (см. [144]). Следовательно, требование,
что E — UMD-пространство, является необходимым в некото-
ром смысле условием.
Однако нерешенной задачей оставался вопрос о том, каждый

ли генератор аналитической полугруппы на Lq(Ω, µ), 1 < q < ∞,
дает коэрцитивную корректность в Lp(R;E). Недавно Калтон и
Ласьен [121] получили строго отрицательный ответ на этот во-
прос. Если каждая ограниченная аналитическая полугруппа на
банаховом пространстве E такова, что задача (5.1) коэрцитивно
корректна, то E изоморфно гильбертовому пространству.
Если A порождает ограниченную аналитическую полугруп-

пу {exp(zA) : | arg(z)| � δ} на банаховом пространстве E, то
следующие три множества ограничены в операторной норме:

i) {λ(λ−A)−1 : λ ∈ iR, λ �= 0};
ii) {exp(tA), tA exp(tA) : t > 0};
iii) {exp(zA) : | arg z| � δ}.

В гильбертовых пространствах отсюда всегда следует коэрци-
тивная корректность в Lp(R+;E), но и только в гильберто-
вых пространствах E. Дополнительное предположение, необхо-
димое нам для более общих банаховых пространств E, — это
R-ограниченность.
Множество T ⊂ B(E) называется R-ограниченным, если су-

ществует постоянная C < ∞ такая, что для всех Z1, . . . , Zk ∈ T
и x1, . . . , xk ∈ E, k ∈ N,

∫ 1
0

∥∥∥∥
k∑

j=0

rj(u)Zj(xj)

∥∥∥∥ du � C

∫ 1
0

∥∥∥∥
k∑

j=0

rj(u)xj

∥∥∥∥ du, (5.6)

где {rj} — последовательность независимых симметричных
{−1, 1}-значных случайных величин, например, функции Раде-
махера rj(t) = sign(sin(2jπt)) на [0, 1]. Наименьшее C такое, что
выполнено (5.6) называется постоянной R-ограниченности T и
обозначается через R(T ).
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Теорема 5.10 ([219]). Пусть A порождает ограниченную
аналитическую полугруппу exp(tA) на UMD-пространстве E.
Тогда задача (5.1) коэрцитивно корректна в пространстве
Lp(R+;E) в том и только том случае, если одно из приве-
денных выше множеств (i), (ii) или (iii) R-ограничено.

Интерпретация дискретного неравенства коэрцитивности и
дискретной полугруппы определяет оператор свертки как

ĂnΣ
k
j=0T

k−j
n Qnϕnτn

с некоторым ограниченным оператором Qn ∈ B(En), имеющим
обычно свойство гладкости, как это видно из доказательств те-
орем 5.7 и 5.8. Здесь Tn(τn)k — дискретная полугруппа, скажем,
как в п. 3.1. Ограниченность оператора свертки в пространстве
Lp
τn(Z+;En) влечет дискретную коэрцитивную корректность в

Lp
τn(Z+;En).
Предположим также, что банаховы пространства En в этом

пункте удовлетворяют совместному UMD-свойству, т.e. счита-
ем, что преобразования Гильберта

Hnfn(t) =
1

π
PV −

∫ ∞
−∞

1

t− s
fn(s)ds

продолжаются до ограниченных операторов в Lp(R;En) при не-
котором (при всех) p ∈ (1,∞) таких, что все они ограничены
постоянной, не зависящей от n. Это предположение выполне-
но, например, если все En вкладываются в фиксированное про-
странство Lp(Ω) с 1 < p < ∞.

Определение 5.1. Дискретная полугруппа Tn(·) с генерато-
ром Ăn порождает коэрцитивную корректность на пространстве
Lp
τn(Z+;En), если соответствующий оператор свертки

ϕn  → {ĂnΣ
k
j=0T

k−j
n Qnϕ

j
nτn}

непрерывен на пространстве Lp
τn(Z+;En).

Теорема 5.11 ([44]). Предположим, что для оператора

свертки ϕn  → {ĂnΣ
k
j=0T

k−j
n Qnϕ

j
nτn} выполняются следующие

условия:

10. Множество {Ăn(λ − Tn)
−1Qnτn : |λ| = 1, λ �= 1, λ �= −1}

R-ограничено;

20. Множество {(λ− 1)(λ+1)Ăn(λ− Tn)
−2Qnτn : |λ| = 1, λ �=

1, λ �= −1} R-ограничено.
Тогда дискретная полугруппа Tn(·) порождает коэрцитив-

ную корректность на пространстве Lp
τn(Z+;En).
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Теорема 5.12 ([44]). Пусть En — UMD банаховы про-
странства. Предположим, что множество

{λ(λ−An)
−1 : λ ∈ iR, λ �= 0}

R-ограничено с постоянной R-ограниченности, не зависящей
от n. Тогда решение разностной схемы (5.3) коэрцитивно
устойчиво, т.е.

‖ĂnUn‖Lpτn (Z+;En) �M‖ϕn‖Lpτn (Z+;En) (5.7)

выполняется для всех p � 1, где M не зависит от τn, u
0
n и ϕn.

Замечание 5.2. Следует отметить, что теорема 3.2 может
быть переформулирована в терминах R-ограниченности с заме-
ной условия (B1) на следующее условие: существует 0 < θ < π/2
такое, что множество

{λ(λ−An)
−1 : λ ∈ Σ(θ + π/2)}

R-ограничено с постоянной R-ограниченности не зависящей от
n. Условие (C1) можно записать в следующем виде (соглас-
но [219, теорема 4.2]): exp(tAn) → exp(tA) сходится для лю-
бого t ∈ R и существует 0 < θ < π/2 такое, что мно-
жество {exp(zAn) : z ∈ Σ(θ)} R-ограничено с постоянной R-
ограниченности, не зависящей от n. Значит, одно из предполо-
жений теорем 5.12 и 5.13 – это в некотором смысле условие (B1)
измененное для условия R-ограниченности.

Теорема 5.13 ([44]). Пусть En — UMD банаховы про-
странства. Предположим также, что множество

{λ(λ−An)
−1 : λ ∈ iR, λ �= 0}

R-ограничено с постоянной R-ограниченности не зависящей от
n. Тогда решение разностной схемы (5.5) коэрцитивно устой-
чиво, т.е.∥∥∥∥∥

{
Ăn

Uk
n + Uk−1

n

2

}∥∥∥∥∥
L
p
τn([0,T ];En)

�M‖ϕn‖Lpτn ([0,T ];En) (5.8)

выполняется для любого p � 1, где M не зависит от τn, u
0
n и

ϕn.

Замечание 5.3. Анализируя доказательства теорем 5.12 и
5.13, легко увидеть, что можно положить Ăn = An в утвержде-
ниях (5.7) и (5.8). Кроме того, утверждение (5.8) можно запи-
сать в виде

‖ĂnUn‖Lpτn ([0,T ];En) �M‖ϕn‖Lpτn ([0,T ];En).
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Доказательство этого факта основано на равенстве

Ăn = An(In −
τn
2
An)

−1.

Можно рассмотреть более общие разностные схемы Паде [45]
при p = q−1 или при p = q−2. В этом случае разностная схема
записывается в виде

Uk
n − Uk−1

n

τn
= (ĂnUn)

k−1 + ϕp,q,k
n , U0n = u0n, 1 � k � K. (5.9)

где (ĂnUn)
k =

(
Rp,q(τnAn)−I

τn
Un

)k−1
и ‖ϕk

n − ϕp,q,k
n ‖En � Mτp+qn .

Для формулировки утверждений о коэрцитивности пп. 5.1–5.3
теперь нужно изменить оператор An на Ăn. Из теоремы 3.16 сле-
дует, что при условии (B1) с p = q аппроксимация Паде устой-
чива, но, вообще говоря, не коэрцитивно устойчива. Для того,
чтобы получить неравентство коэрцитивности, нужно условие
(3.6). Пространства, в которых рассматривается задача, могут
быть также весьма различными [45].

5.4. Неравенство коэрцитивности в Bτn([0, T ];C
θ
h(Ωh))∩

Ch([0, T ];Ch(Ω̄h)). С точки зрения чмсленного анализа весьма
интересным бы было рассмотреть задачу (5.1) в пространст-
ве Υ([0, T ];E) таком, что E более гладко, чем C(Ω) (элемен-
ты такого пространства должны хорошо аппроксимироваться),
а Υ([0, T ];E) должно быть пространством типа C([0, T ];E) или
пространством ограниченных функций. Интересно, что такая
ситуация действительно возможна, по крайней мере, для эллип-
тического оператора второго порядка с коэффициентами класса
Cθ(Ω). Поскольку в таком пространстве E оператор (pnv)i =
v(ih) весьма конкретен, т.е. принимает значения в точках сет-
ки, то в этом разделе обозначение pn опускается

Теорема 5.14 ([58]). Пусть Ω — открытое ограниченное
подмножество Rd, лежащее по одну сторону от его тополо-
гической границы ∂Ω, являющейся подмногообразием в Rd раз-
мерности d − 1 и класса C2+θ для некоторого θ ∈ (0, 2) \ {1}.
Пусть

A = A(x,Dx) =
∑
|α|�2

aα(x)D
α
x

— сильно эллиптический оператор второго порядка (значит,

Re
∑
|α|=2

aα(x)ξ
α � ν|ξ|2
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для некоторого ν > 0 и для любого (x, ξ) ∈ Ω×Rd) с коэффици-

ентами класса Cθ(Ω). Тогда существуют µ � 0, φ0 ∈
(
π

2
, π

)
такие, что для любого λ ∈ C с |λ| � µ и |Arg λ| � φ0 задача

λv −Av = y,

γ0v = 0,

имеет единственное решение v принадлежащее C2+θ(Ω) для
любого y ∈ Cθ(Ω) и для некоторого M > 0,

|λ|1+
θ
2 ‖v‖C(Ω) + |λ|‖v‖Cθ(Ω) + ‖v‖C2+θ(Ω) �

�M
(
‖y‖Cθ(Ω) + |λ|

θ
2 ‖γ0y‖C(∂Ω)

)
,

(5.10)

где γ0 — оператор следа на ∂Ω.

Из (5.10) ясно, что оператор A, вообще говоря. не порождает
C0–полугруппу в пространстве E = Cθ(Ω), но, следуя, скажем,
[156], можно построить аналитическую полугруппу exp(tA), t �
0.
Пусть I = Z, а E — банахово пространство с нормой ‖ · ‖.

Для сеточной функции U : I → E, записывая Uj или (U)j вместо
U(j) для любого j ∈ I, положим

B(I;E) := {U : I → E : sup
j∈I

‖Uj‖ < +∞}, ‖U‖B(I;E) := sup
j∈I

‖Uj‖.

Легко видеть, что B(I;E) — банахово пространств с нормой
‖ · ‖B(I;E). Если множество I — некоторый интервал, скажем,
I = (a,∞), то обозначим через B(I;E) множество всех ограни-
ченных функций из I в E.
Для сеточной функции U : I → E и для h > 0 определим

оператор ∂h по формуле

(∂hU)j := h−1(Uj+1 − Uj).

Для любого m ∈ Z положим

(∂mh U)j := h−m
m∑
i=0

(
m

i

)
(−1)m−iUj+i.

Если U ∈ B(I;E), то полагаем

‖U‖Cm
h
(I;E) := max

{
‖∂rhU‖B(I;E) : 0 � r � m

}
.

Наконец, пусть θ ∈ (0, 1). Определим

[U ]Cθ
h
(I;E) := sup

{(
(k − j)h

)−θ
‖Uk − Uj‖ : j, k ∈ I, j < k

}
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и, если m ∈ N0, то

‖U‖
Cm+θ
h

(I;E) := max
{
‖U‖Cm

h
(I;E), [∂

m
h U ]Cθ

h
(I,E)

}
.

В этом контексте B(I;E) обозначаем как C0h(I;E). Если E = C,

то пишем просто B(I) or C0h(I).

Пусть f ∈ B(N;E). обозначим через f̃ прдолжение f на N0
такое, что f̃0 = 0. Для неотрицательного вещественного числа
ω определим

‖f‖Cω
h,0
(N;E) := ‖f̃‖Cω

h
(N0;E). (5.11)

Пусть теперь L > 0, n ∈ N, n � 3, а h =
L

n
. При j ∈ I :=

{1, ..., n − 1} пусть заданы комплексные числа aj , bj , b′j , cj , удов-
летворяющие следующим условиям (ι):

(ι1): существует ν > 0 такое, что Re(aj) � ν для любого
j ∈ I;

(ι2): max
{
|aj |, |bj |, |b′j |, |cj |

}
� Q для любого j ∈ I с Q > ν;

(ι3); существует ω : [0, L] → [0,+∞) такое, что ω(0) = 0, а ω
непрерывно в 0 так, что для j, k ∈ I с j � k,

|ak − aj| � ω
(
(k − j)h

)
.

При λ ∈ C изучим следующую задачу:

λUj − aj(∂
2
hU)j−1 − bj(∂hU)j − b′j(∂hU)j−1 − cjUj = fj

при j = 1, ..., n − 1,

U0 = Un = 0.

(5.12)

С этой целью положим I := {0, 1, ..., n−1, n} и для U ∈ B(I;E),
определим

Ũj =

{
Uj, если j ∈ I,

0, если j ∈ {0, n}.

Введем оператор Ah в B(I;E), определяемый следующим обра-
зом:

(AhU)j := aj(∂
2
hŨ)j−1 + bj(∂hŨ)j + b′j(∂hŨ)j−1 + cjŨj

при j ∈ I.
(5.13)

Предположим далее, что
(ιθ1): существует ν > 0 такое, что Re(aj) � ν для всякого

j ∈ I;

42



(ιθ2): max
{
‖a‖Cθ

h
(I), ‖b‖Cθ

h
(I), ‖b

′‖Cθ
h
(I), ‖b‖Cθ

h
(I)

}
� Q с Q > ν.

Предложение 5.1 ([114]). Предположим, что условия (ιθ)
выполняются для некоторго θ ∈ (0, 2) \ {1}. Фиксируем φ0 ∈[
0, π − arccos

(
ν

Q

))
. Тогда существует µ0 > 0 такое, что

{λ ∈ C : |λ| � µ0, |Arg(λ)| � φ0} ⊆ ρ(Ah),

где Ah — оператор, определенный в (5.13). Кроме того, для лю-
бого r ∈ [0, 2] существует c > 0, зависящее только от L, ν,Q, r

такое, что для всякого f ∈ B(I;E) и любого F ∈ B(I;E) с
F |I = f , имеем

‖(λ−Ah)
−1f‖

Cθ+r
h,0 (I;E)

�

� c|λ|
r
2
−1
(
‖F‖Cθ

h
(I;E) + |λ|

θ
2 max{‖F0‖, ‖Fn‖}

)
.

Раасмотрим следующую параболическую смешанную задачу
Коши–Дирихле:

∂u
∂t (t, x) = Au(t, x) + f(t, x), t ∈ [0, T ], x ∈ [0, L],
u(t, x′) = 0, t ∈ [0, T ], x′ ∈ {0, L},
u(0, x) = 0, x ∈ [0, L],

(5.14)

где A — дифференциальный оператор второго порядка и L > 0.
Говорят, что задача (5.14) имеет строгое решение, если сущест-
вует непрерывная функция u(t, x), имеющая первую производ-
ную по t и производные до втого порядка включительно по
x, которые непрерывны вплоть до границы [0, T ] × [0, L], т.е.

u ∈ C1
(
[0, T ];C(Ω)

)
∩C

(
[0, T ];C2(Ω)

)
, и u удовлетворяет (5.14).

Теорема 5.15 ([110]). Рассмотрим задачу (5.14) при следу-
ющих предположениях:

(I) T и L — положительные вещественные числа;

(II) θ ∈ (0, 1) \
{
1
2

}
;

(III) Au(x) = a(x)∂
2u

∂x2
(t, x)+ b(x)∂u∂x (t, x)+ c(x)u(t, x), с a, b, c ∈

C2θ([0, L]);
(IV) a вежественнозначна и mina = ν > 0;
(V)

f ∈ C([0, T ]× [0, L]),

t → f(t, ·) ∈ B
(
[0, T ];C2θ([0, L])

)
,

t → f(t, 0) и t → f(t, L) принадлежат Cθ([0, T ]), f(0, 0) =
f(0, L) = 0.
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Тогда существует единственное строгое решение u(·) зада-

чи (5.14). Такое решение принадлежит B
(
[0, T ];C2+2θ([0, L])

)
и

∂u

∂t
∈ B

(
[0, T ];C2θ([0, L]

)
.

Пусть теперь I — множество, которое может зависеть от
положительного параметра h и банахова пространства Xh =
B(I). Введем далее линейный оператор Ah в Xh, зависящий от
h. В каждом случае ρ(Ah) содержит {λ ∈ C \ {0} : |λ| � R и

|Arg(λ)| � φ0}, где R > 0 и φ0 ∈
(
π

2
, π

)
, а также существует

M > 0 такое, что для λ из этого подмножества,

C, ‖(λ−Ah)
−1‖L(Xh) �M |λ|−1.

Здесь R,φ0 и M не зависят от h. Тогда рассммотрим другое
множество Ĩ такое, что I ⊆ Ĩ, положим X̃h := B(Ĩ). Определим
оператор продолжения Eh из Xh на X̃h : в каждом конкретном
случае этот оператор — продолжение нудем. Далее, для θ ∈
(0, 1), введем нормы ‖ · ‖2θ,h и ‖ · ‖2+2θ,h iв X̃h. Первая из этих
норм связана с ‖ · ‖X и оператором Ah следующим свойством:
существуют положительные постоянные c1 и c2, не зависящие
от h такие, что для любого U ∈ Xh,

c1‖EhU‖2θ,h � ‖U‖(Xh,D(Ah))θ � c2‖EhU‖2θ,h.

Тогда для любого h рассмотрим оператор ограничения Rh ∈
L(X̃h,Xh) такой, что RhEh = IXh . Введем также полуному ph в

X̃h: в конкретных случаях имеем ph(U) = ‖U |Ĩ\I‖B(Ĩ\I). Пред-

положим, что если |λ| � R и |Arg(λ)| � φ0, для любого G ∈ X̃h,
то

|λ| ‖Eh(λ−Ah)
−1RhG‖2θ,h + ‖Eh(λ−Ah)

−1RhG‖2+2θ,h �

�M
(
‖G‖2θ,h + |λ|θph(G)

)
.

Наложим еще следующее условие. Если |λ| � R, |Arg(λ)| � φ0
and G ∈ X̃h, то

‖Ah(λ−Ah)
−1RhG‖Xh �M |λ|−θ

(
‖G‖2θ,h + |λ|θph(G)

)
.

Такое неравенство легко вывести в каждом из наших примеров.
В нижеследующей формулировке мы опускаем в обозначениях
параметр h. В случае обратной схемы Эйлера (см. (5.3)) полу-
чаем следующее утверждение.
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Теорема 5.16 ([114]). Пусть X и X̃ — банаховы простран-
ства с нормами ‖ · ‖X и ‖ · ‖X̃ , coответственно, A ∈ B(X),

E ∈ B(X, X̃), R ∈ B(X̃,X) таковы, что RE = IX . Предполо-
жим, кроме того, что θ ∈ (0, 1) и ‖·‖2θ и ‖·‖2+2θ — нормы в X̃,
тогда как p — полунорма в этом же пространстве. Наконец,
предположим, что существуют

R > 0, φ0 ∈
(
π

2
, π

)
,M > 0,

такие, что выполняются следующие условия:
(a) {λ ∈ C : |λ| � R, |Arg(λ)| � φ0} ⊆ ρ(A) и для λ из этого

множества,

‖(λ−A)−1‖B(X) �M(1 + |λ|)−1;

(b) для любого F ∈ X,

‖EF‖2θ �M‖F‖(X,D(A))θ ;

(c) для любого V ∈ X̃, λ ∈ C с |λ| � R и |Arg(λ)| � φ0,

(1 + |λ|)−1‖E(λ−A)−1RV ‖2θ + ‖E(λ−A)−1RV ‖2+2θ +

+(1 + |λ|)θ‖A(λ −A)−1RV ‖X �M
(
‖V ‖2θ + (1 + |λ|)θp(V )

)
;

(d) p(V ) � ‖V ‖2θ для любого V ∈ X̃ и p(EF ) = 0 для любого
F ∈ X;

(e) ‖RV ‖X � ‖V ‖2θ для любого V ∈ X̃.

Пусть T > 0, K ∈ N,K � 2, τ =
T

K
. Предположим, что

τR < 1.
Пусть G ∈ B({0, 1, ...,K}; X̃) таковы, что G0 = 0; рассмот-

рим задачу (5.3) с ϕk = RGk при k = 1, ...,K и U0 = 0. Тогда
для U ∈ B({0, 1, ...,K};X) решающего задачу (5.3) имеем

‖EU
k
‖2+2θ �

� c
(

max
0�k�K

‖Gk‖2θ + max
0�k1<k2�K

((k2 − k1)τ)
−θp(Gk2 −Gk1)

)
,

(5.15)

при k = 0, 1, ...,K, где c — положительная постоянная, зави-
сящая только от θ, R, φ0, M , T и независящая от τn и G.

Рассмотрим теперь схему Кранка–Никольсона: заменим (5.3)
на (5.5). Теорема 5.16 имеет следующий аналог:
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Теорема 5.17 ([113]). Пусть выполнены все предположения
теоремы 5.16 и, кроме того,

(f) ‖τA‖B(X) � S с екоторым S > 0;

(g) если |λ| � 2S, то

‖E(λ− τA)−1RV ‖2θ �M
(
‖V ‖2θ + τ−θp(V )

)
для любого V ∈ X̃;

(h) ‖ERV ‖2θ �M
(
‖V ‖2θ + τ−θp(V )

)
для любого V ∈ X̃;

(i) 2τR < 1.

Пусть G ∈ B({0, 1, ...,K}; X̃) таковы, что G0 = 0; рассмот-
рим задачу (5.5) с ϕk = RGk при k = 1, ...,K и U0 = 0. Если

U ∈ B
(
{0, 1, ...,K};X

)
решает (5.5) при k = 0, 1, ...,K, то

‖EUk‖2+2θ � c
(

max
0�k�K

‖Gk‖2θ +

+ max
0�k1<k2�K

((k2 − k1)τ)
−θp(Gk2 −Gk1)

)
,

(5.16)

где c — положительная постоянная, зависящая только от
θ,R, φ0,M, S, T и независящая от τn и G.

Приложение теорем 5.16 и 5.17 к дискретизации задачи (5.14)

состоит в следующем. Пусть K,n ∈ N. Положим τ :=
T

K
, h :=

L

n
.

Предположим, что K � 2, n � 3. При j = 0, 1, ..., n положим

aj := a(jh), bj =
1

2
b(jh), cj := c(jh), Nn−1 := {1, ..., n− 1}, Nn :=

{0, 1, ..., n − 1, n},

X := B(Nn−1), X̃ := B(Nn). (5.17)

Если V ∈ X, то, как и выше, при i ∈ Nn−1, положим

(AhV )i := ai
Ṽi+1 − 2Ṽi + Ṽi+1

h2
+ bi

Ṽi+1 − Ṽi−1
2h

+ ciṼi, (5.18)

где

Ṽi = (EV )i =

{
Vi, если 1 � i � n− 1,

0, если i ∈ {0, n}.

Далее определим

R ∈ B(X̃,X),RV := V |Nn−1 (5.19)

46



при любом V ∈ X̃. Тогда снова при V ∈ X̃, для θ ∈
(
0,
1

2

)
,

положим

‖V ‖2θ := max{‖V ‖X̃ , max
0�i1<i2�n

((i2 − i1)h)
−2θ|Vi2 − Vi1 |},

‖V ‖2+2θ := max{‖V ‖X̃ , max
0�i�n−1

|(∂hV )i|, max
0�i�n−2

|(∂2hV )i|,
(5.20)

max
0�i1<i2�n−2

((i2 − i1)h)
−2θ|(∂2hV )i2 − (∂2hV )i1 |}, (5.21)

с

(∂hV )i :=
Vi+1 − Vi

h
при 0 � i � n− 1,

(∂2hV )i :=
Vi+2 − 2Vi+1 + Vi

h
при 0 � i � n− 2,

p(V ) := max{|V0|, |Vn|}.

(5.22)

Имеем следующий результат:

Теорема 5.18 ([113]). В обозначениях (5.17), (5.18), (5.19)
и (5.20) выполнены предположения (a) − −(e) теоремы 5.16 с
R,φ0,M не зависящими от h. Если наложить дополнительное
условие

τn � αh2, (5.23)

то это же будет выполнено при условиях (f)–(h) теоремы 5.17
(даже с S, не зависящей от n).

В качастве следствия получаем следующую теорему.

Теорема 5.19 ([114]). Рассмотрим задачу (5.14) в предпо-
ложениях теоремы 5.15. При соглашениях (5.17), (5.18), (5.19),

(5.20), положим Gk
j := f(kτn, jh) при k ∈ {1, ...,K}, j = 0, ..., n.

Положим ϕk := RGk и обозначим через G0 нуль в B(Nn).
Тогда если τn достаточно мало, то задача

Ũk
j − Ũk−1

j

τn
= ai

Ũk
i+1 − 2Ũk

i + Ũk
i−1

h2
+ bi

Ũk
i+1 − Ũk

i−1

2h
+ ciŨ

k
i + ϕk

j ,

Ũ0j = 0,
(5.24)

при j ∈ 1, . . . , n− 1, k ∈ {1, ...,K} имеет единственное решение
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такое, что

‖Ũk‖
C2+2θ
h

(Nn)
� c

(
‖f‖B([0,T ];C2θ([0,L])) +

+max{‖f(·, 0)‖Cθ([0,T ]), ‖f(·, L)‖Cθ([0,T ])}
)
,

(5.25)

с c, не завиящей от h и τn.

Аналогичный результат справедлив и для схемы Кранка–

Николсона (5.5). Тогда положим Gk
j := f

((
k −

1

2

)
τn, jh

)
при

выполнении условия (5.23).

Замечание 5.4. Из теоремы 5.18 следует, что для схемы
(5.5) с u0n = 0 при условии (5.23)

‖AhU‖C2θ
h
(Nn−1)

� c
(
‖f‖B([0,T ];C2θ([0,L])) +

+max{‖fn(·, 0)‖Cθ ([0,T ]), ‖f(·, L)‖Cθ([0,T ])}
)
,

(5.26)

с c, не зависяшей от h и τnВ. приведенных статьях теоремы
5.16 и 5.17 также применяются к дискретизации уравнения теп-
лопроводности в квадрате.

Контрпример в [113] и [112] показывает, что, ввобще гово-
ря, условие (5.23) опустить нельзя. Наконец, оценки скорости
сходимости даны в [112].

§ 6. Аппроксимации полулинейных уравнений

В банаховом пространствеe E рассмотрим полулинейную за-
дачу Коши

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), u(0) = u0, (6.1)

с оператором A, порождающим аналитическую C0-полугруппу
типа ω(A) < 0 и достаточно гладкой функцией f . Существо-
вание и единственность решения задачи (6.1) обсуждались, на-
пример, в [33], [50], [115], [117], [156].

6.1. Аппроксимация задачи Коши. Под полудискретной
аппроксимацией задачи (6.1) будем понимать следующие задачи
Коши в банаховом пространстве En:

u′n(t) = Anun(t) + fn(t, un(t)), un(0) = u0n, (6.2)

где операторы An порождают аналитические полугруппы в En,
An и A совместимы, функции fn аппроксимируют f и u0n → u0.
Пусть Ω — открытое множество в банаховом пространст-

ве F , а B : Ω̄ → F — компактный оператор, не имеющий не-
подвижных точек на границе Ω. Тогда для векторного поля

48



F(x) = x − Bx определено вращение γ(I − B; ∂Ω) — целочис-
ленная характеристика этого поля. Пусть x∗ — единственная
изолированная неподвижная точка оператора B в шаре Sr0 ра-
диуса r0 с центром в x∗. Тогдаγ(I −B; ∂Sr) = γ(I −B; ∂Sr0) при
0 < r � r0; это общее значение вращений называется индексом
неподвижной точки x∗ и обозначается через indx∗.

Теорема 6.1 ([14]). Пусть выполнены условия (A) и (B1) и
компактные резольвенты (λI − A)−1, (λI − An)

−1 сходятся:
(λI −An)

−1 → (λI −A)−1 компактно для некоторых λ ∈ ρ(A) и
u0n → u0. Предположим, что

(i) функции fn, f ограничены и достаточно гладки, так что
существует единственное слабое решение u∗(·) задачи (6.1) на
[0, T ] (в этой ситуации indu∗(·) = 1);

(ii) fn(t, xn) → f(t, x) равномерно по t ∈ [0, T ] при xn → x;
(iii) пространство E сепарабельно.
Тогда для почти всех n задачи (6.2) имеют слабые реше-

ния u∗n(t), t ∈ [0, T ], в окрестности pnu
∗(·). Каждая последова-

тельность {u∗n(t)} P-компактна и u∗n(t) → u∗(t) равномерно по
t ∈ [0, T ].

Рассмотрим дискретизацию по времени по относительно яв-
ной разностной схеме

Un(t+ τn)− Un(t)

τn
= AnUn(t) + fn(t, Un(t)),

Un(0) = u0n, t = kτn, k = {0, · · · ,K}.

(6.3)

Теорема 6.2 ([14]). Предположим, что выполнены условия
теоремы 6.1 и условие (3.6). Тогда функции Un(t) из (6.3) да-
ют аппроксимацию слабого решения u∗(·) задачи (6.1) и, кроме
того, Un(t) → u∗(t) равномерно по t ∈ [0, T ].

Определим оператор

+(un)(t) = un(t)−
∫ t

0
exp((t− s)An)f(s, un(s))ds.

Замечание 6.1. Если предположить, что выполнены усло-
вия теоремы 6.1, а функции f(·), fn(·) имеют производные Фре-
ше в некоторых шарах, содержащих решения u∗ и u∗n, и, кроме
того, f ′nu(t, pnu

∗(t)) равномерно непрерывны по первому и вто-
рому аргументам, а f ′nun (t, un(t)) → f ′u(t, u

∗(t)) равномерно по
t ∈ [0, T ] при un → u∗, то [14] при почти всех n задачи (6.2)
имеют слабые решения u∗n(t), t ∈ [0, T ] в окрестности pnu

∗(·).
Каждая последовательность {u∗n(·)} P-компактна и u∗n(t) → u∗(t)
равномерно по t ∈ [0, T ]; кроме того, для достаточно большого
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n � n0 и некоторого T ∗ � T имеем

c1 εn(u
∗, u0n) � ‖u∗n − pnu

∗‖Fn � c2 εn(u
∗, u0n),

где постоянные c1, c2 не зависят от n, Fn = C([0, T ];En), тогда
как

εn(u
∗, u0n) = max

t∈[0,T ∗]
‖+(pnu

∗)(t)− exp(tAn)u
0
n‖En .

Пусть

Un(t) = (In + τnAn)
k,

,n(un)(t) = un(t)− Σk−1
l=1 Un((k − l)τn) fn(lτn, un(lτn)) τn.

Замечание 6.2. Если предположить, что выполнены усло-
вия теоремы 6.2, а функции f(·), fn(·) имеют производные Фре-
ше в некоторых шарах, содержащих решения u∗(·) и u∗n(·), и,
кроме того, f ′nun (t, pnu

∗(t)) равномерно непрерывны по первому

и второму аргументам, а f ′nun (t, un(t)) → f ′u(t, u
∗(t)) равномер-

но по t ∈ [0, T ] при un → u∗ и выполнено условие (3.6), то [14]
функции Un(t) из (6.3) дают приближенное слабое решение за-
дачи (6.1) и U∗n(t) → u∗(t) равномерно по t ∈ [0, T ] кроме того,
для достаточно большого n � n0 и некоторого T ∗ � T имеем

c1 εn(u
∗, u0n) � ‖U∗n − pnu

∗‖F τnn � c2 εn(u
∗, u0n),

где постоянные c1, c2 не зависят от n,

F τn
n = {un(kτn) : max

0�kτn�T
‖un(kτn)‖En < ∞}

и
εn(u

∗, u0n) = max
t∈[0,T ∗]

‖,n(pnu
∗)(t)− Un(t)u

0
n‖En .

Схемы, имеющие более высокую скорость сходимости чем
(6.3), рассматриваются в [162], [14]. Методы Рунге–Кутта для
полулинейных уравнений рассмотрены в [98], [154], [153], [152],
[162], [165].

6.2. Аппроксимация периодической задачи. В банахо-
вом пространстве E рассмотрим следующую полулинейную T-
периодическую задачу:

v′(t) = Av(t) + f
(
t, v(t)

)
, v(t) = v(T + t), t ∈ R+, (6.4)

с оператором A, порождающим аналитическую компактную C0-
полугруппу, и с достаточно гладкой функцией f , f(t, x) = f(t+

T, x) для любого x ∈ E и t ∈ R+. Пусть u(·;u0) — решение
задачи Коши (6.1) с начальными данными u(0;u0) = u0. Эта
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функция u(·;u0) есть также и обобщенное решение, т.е. удовле-
творяет интегральному уравнению

u(t) = exp(tA)u0 +

∫ t

0
exp

(
(t− s)A

)
f
(
s, u(s)

)
ds, t ∈ R+. (6.5)

Тогда можно определить оператор сдвига K(u0) = u(T ;u0), ото-
бражающий E в E. Если u(·;x∗) — периодическое решение (6.1),
то x∗ — нуль компактного векторного поля, определенного как
I −K, т.е. K(x∗) = x∗.

Замечание 6.3. Предположим здесь, что оператор
(
I −

exp(TA)
)−1

существует и ограничен. Достаточно предполагать,

что
(
I − exp(tA)

)−1
∈ B(E) выполнено при t � t0 с некоторым

t0 > 0. Это предположение не ограничительно, поскольку, не
нарушая общности, можно заменить A на A − ωI и получить
‖ exp

(
t(A−ω)

)
‖ �Me−δt при δ > 0, t � 0. Тогда из [48] следует,

что
(
I − exp(tA)

)−1
∈ B(E) для любого t > 0.

Замечание 6.4. Мы говорим, что функция f достаточно
гладка, если она по крайней мере непрерывна по обоим аргу-
ментам, supt∈[0,T ],‖x‖�c1 ‖f(t, x)‖ � C2 и такова, что существу-

ет глобальное слабое решение задачи u′(t) = Au(t) + f
(
t, u(t)

)
,

u(0) = u0, t ∈ R+.

Определение 6.1. Решение u(·) задачи Коши (6.1) называ-
ется устойчивым по Ляпунову, если для любого ε > 0 сущест-
вует δ > 0 такое, что из неравенства ‖u(0) − ũ(0)‖ � δ следует,
что max0�t<∞ ‖u(t)− ũ(t)‖ � ε, где ũ(·) — обобщенное решение
(6.1) с начальным условием ũ(0).

Определение 6.2. Решение u(·) задачи Коши (6.1) называ-
ется равномерно асимптотически устойчивым в точке u(0), если
оно устойчиво по Ляпунову и для любого обобщенного реше-
ния ũ(·) задачи (6.1) с ‖u(0) − ũ(0)‖ � δ, имеем limt→∞ ‖u(t) −
ũ(t)‖ = 0 равномерно по ũ(·) ∈ B(u(0); δ), т.е. существует функ-
ция φu(0),δ(·) такая, что ‖u

(
t;u(0)

)
− u

(
t; ũ(0)

)
‖ � φu(0),δ(t) с

φu(0),δ(t) → 0 при t → ∞ и ‖u(0) − ũ(0)‖ � δ.

Конструктивные условия на оператор A и на f , гарантипу-
ющие, что уравнение u′(t) = Au(t) + f(u(t)), u(u) = u0, асимпто-
тически k−мерно, приведены в [20], [19]. Они касаются распо-
ложения собственных значений A, т.е. λk+1−λk > 2L, λk+1 > L.

Теорема 6.3 ([57]). Пусть выполнены условия (A) и (B”),

а компактные резольвенты (λI − A)−1, (λI − An)
−1 сходятся:
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(λI −An)
−1 → (λI −A)−1 компактно для некоторого λ ∈ ρ(A).

Предположим, что
(i) функции f, fn достаточно гладки, так что существует

изолированное слабое решение v∗(·) периодической задачи (6.4)
с v∗(0) = x∗ таким, что задача Коши (6.1) с u(0) = x∗ имеет
равномерно асимптотически устойчивое изолированное реше-
ние в точке x∗ (в этом случае ind v∗(·) = 1);

(ii) fn(t, xn) → f(t, x) для любого t ∈ [0, T ] при xn → x;
(iii) пространство E сепарабельно.
Тогда для почти всех n задачи

v′n(t) = Anvn(t) + fn
(
t, vn(t)

)
, vn(t) = vn(t+ T ), t ∈ R+, (6.6)

имеют периодические слабые решения v∗n(t), t ∈ [0, T ], в окрест-
ности pnv

∗(·), где v∗(·) — слабое периодическое решение (6.4) с
v∗(0) = x∗. Каждая последовательность {v∗n(·)} P-компактна
и v∗n(t) → v∗(t) равномерно по t ∈ [0, T ].

Говорят, что неподвижная точка x∗ оператора K в банаховой
решетке E устойчива сверху, если [117] для данного ε > 0 су-
ществует δ > 0 такое, что ‖Kkx − x∗‖ � ε для всех k ∈ N, если
только x∗ � x и ‖x − x∗‖ � δ. Используя это понятие, можно
переформулировать теорему 6.3 для положительных полугрупп,
ввиду результата из [81].

Теорема 6.4. Пусть операторы An и A задач (6.4) и (6.6)
согласованы и пусть E,En — пространства порядка единица,
а en ∈ D(An) ∩ intE+n . Предположим, что операторы An обла-
дают POD-свойством и Anen � 0 для достаточно большого n
и компактные резольвенты (λI − A)−1, (λI − An)

−1 сходятся:
(λI −An)

−1 → (λI −A)−1 компактно для некоторого λ ∈ ρ(A).
Допустим, что

(i) функции f, fn достаточно гладки, ограничены и положи-
тельны, так, что существует слабое решение u∗(·) задачи Ко-
ши (6.3) такое, что элемент u∗(0) = x∗ устойчив сверху и яв-
ляется неподвижной точкой оператора K x∗ ≺ y,Ky � y (в
такой ситуации ind x∗ = 1);

(ii) fn(t, xn) → f(t, x) равномерно по t ∈ [0, T ] при xn → x;
(iii) пространство E сепарабельно.
Тогда для почти всех n задачи (6.6) имеют периодичес-

кие слабые решения v∗n(t), t ∈ [0, T ] в окрестности pnv
∗(·), где

v∗(·) — любое устойчивое сверху слабое периодическое реше-
ние (6.4). Каждая последовательность {v∗n(·)} P-компактна и
v∗n(t) → v∗(t) равномерно по t ∈ [0, T ].

Замечание 6.5. Используемая здесь техника может быть
применена для случая уплотняющих операторов [28]. Например,
резольвента ∆ в L2(Rd) уплотняющая, но не компактна.
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В [138] изучается качественное поведение пространственно
полудискретных конечноэлементных решений полулинейных па-
раболических задач вблизи неустойчивой гиперболической непо-
движной точки.
Отслеживающий подход к изучению поведения при большом

времени численных аппроксимаций полулинейных параболичес-
ких уравнений изучался в [137].
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approximants to ez. II. In Padé and rational approximation (Proc.
Internat. Sympos., Univ. South Florida, Tampa, Fla., 1976), pages
195–213. Academic Press, New York, 1977.

182. Saff E. B., Varga R. S. On the zeros and poles of Padé
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