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ВВЕДЕНИЕ

Прошло более 13 лет с момента подготовки фундаменталь-
ного обзора [14], который, как предполагалось авторами, дол-
жен был стать первой частью большой работы, посвященной
абстрактным дифференциальным уравнениям и методам их ре-
шения. Однако, несуразицы, господствовавшие весь этот период
в российской науке, не прошли мимо авторов, и вместо двух
предполагавшихся лет подготовка второй части заняла сущест-
венно более долгое время.
За последнее десятилетие работа в области теории диффе-

ренциальных уравнений в абстрактных пространствах весьма
активизировалась (за рубежом), и ежегодно в мире выходило по
несколько книг и огромное количество статей, посвященные это-
му направлению (в большинстве, конечно же, эти книги прак-
тически недоступные российскому читателю). В это же время
на русском языке вышло лишь две книги такого типа — [31],
[72] в переводе авторов настоящего обзора и [18] под редакцией
Ю.Л. Далецкого. Поэтому работа, вторая часть которой пред-
лагается читателю, будет несомненно полезна российскому чи-
тателю. Стиль ее совпадает со стилем [14], т.е. материал часто
приводится без доказательств и особое внимание уделено струк-
туре изложения, хотя мы и приводим некоторые доказательства
из труднодоступных и иностранных источников. Это, на наш
взгляд, позволяет в рамках ограниченного объема более четко
продемонстрировать читателю идейную часть, описать достиг-
нутые результаты, обозначить основные направления развития
теории.
Кроме того, авторы подготовили отдельное издание библио-

графического указателя [16], который может послужить доста-
точно полным источником информации по теории дифференци-
альных уравнений в абстрактных пространствах за последние
годы.
Основным объектом изучения в данной части являются диф-

ференциальные уравнения второго порядка до сих пор весьма
скудно представленные в русскоязычной литературе. Здесь мож-
но отметить лишь книгу [18], написанную в соответствии с лич-
ными вкусами автора и не претендующую на всестороннее опи-
сание всех аспектов теории. Материал настоящего обзора, кроме
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того, включает изложения абстрактной задачи Коши для урав-
нений первого и второго порядков, не затронутые в книге [15].
Как уже отмечалось в [14], теория косинус оператор-функций

идейно весьма близка к теории полугрупп операторов и часто
развивается параллельно ей. Поэтому читатель легко проведет
аналогии между представленным здесь материалом и [14]. В то
же время теория косинус оператор-функций существенно отли-
чается от теории полугрупп операторов. Эти различия прежде
всего касаются свойств присущих соответствующим параболи-
ческим и гиперболическим дифференциальным уравнениям.
Приведем основные обозначения, некоторые из которых вво-

дились в книге [15] и которые используются и здесь.
Множество натуральных чисел обозначается N, N0 := N∪{0},

целых – Z, вещественных – R, комплексных – C. Набор чисел
1, 2, ...,m, m ∈ N обозначаем 1,m, вещественную полуось (0,∞)
— R+, а [0,∞) — через R+.
Через E будем обозначать банахово пространство над полем

комплексных чисел с нормой ‖·‖. Для гильбертова пространства
со скалярным произведением (·, ·) будем использовать обозначе-
ние H.
Границу множества Ω будем обозначать ∂Ω, внутренность

множества Ω обозначим int(Ω), замыкание в сильной топологии
— Ω, замыкание, например, в слабой топологии — w-cl-(Ω).
Сопряженное к E пространство, как обычно, обозначаем E∗,

с элементами — x∗, y∗, ..., а значение функционала x∗ ∈ E∗ на
элементе x ∈ E запишем в виде 〈x, x∗〉.
Область определения и область значений оператора A бу-

дем записывать соответственно как D(A) и R(A), а нуль-
пространство — N (A). Множествo линейных операторов, дей-
ствующих из D(A) ⊆ E в E обозначим через L(E), а множествo
линейных непрерывных операторов — через B(E). Замкнутые
операторы в E с плотной областью определения (D(A) = E)
выделим в множество C(E) ⊂ L(E). В случае, если операторы
действуют из одного пространства E в другое — F , будем пи-
сать соответственно L(E,F ) и B(E,F ).
Линейное многообразие D(A), наделенное нормой ‖x‖A :=

‖x‖ + ‖Ax‖, в случае замкнутого линейного оператора стано-
вится банаховым пространством — будем обозначать его D(A).

Традиционную запись будем использовать для резольвентно-
го множества ρ(A) и спектра σ(A) оператора A, который, как
обычно, будем делить на точечный — Pσ(A), непрерывный —
Cσ(A) и остаточный — Rσ(A).
Разделы 2.2, 2.4, 6.1, 6.3, 7.2, 9.2, 10.2, 10.3, 12.1–12.4, 12.6–

12.10, 13.3–13.6 и глава 14 написаны С.И. Пискаревым, осталь-
ной текст подготовлен совместно.
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Глава 1

ЗАДАЧА КОШИ И РАЗРЕШАЮЩИЕ СЕМЕЙСТВА

Прежде, чем рассмотреть теорию C0-косинус оператор-
функций, мы опишем общую картину постановки корректной
задачи Коши в банаховом пространстве. Как легко заметить,
естественное обобщение понятия решения приводит к более
общим семействам: проинтегрированным полугруппам и C-
полугруппам. Эти семейства будут более подробно расмотрены
в следующем обзоре.

§ 1.1. Задача Коши для полного дифференциального
уравнения

Пусть E — банахово пространство, а A0, A1, ...Am−1 — за-
мкнутые линейные операторы в E, т.е. Ak ∈ C(E), k ∈ 0,m− 1.
Рассмотрим в банаховом пространстве E абстрактную задачу
Коши порядка m{

u(m)(t) =
∑m−1

k=0 Aku
(k)(t), t ∈ R+,

u(k)(0) = u0k, k ∈ 0,m− 1, m � 2. (1.1)

Определение 1.1.1. Функция u(·) ∈ Cm(R+;E) называет-
ся классическим решением задачи (1.1), если u(k)(t) ∈ D(Ak),

Aku
(k)(·) ∈ C(R+;E) при t ∈ R+, k ∈ 0,m− 1, и удовлетворяют-

ся равенства (1.1).

Как и в [15], мы определим пропагаторы Pj(t), j = 0,m− 1,
которые будут давать решение задачи Коши (1.1) с начальными

условиями u
(k)
j (0) = δjku

0
j (δjk - символ Кронекера), т.е. uj(t) =

Pj(t)u
0
j .

Определение 1.1.2. Задача Коши (1.1) называется рав-

номерно корректной, если Pk(·)x ∈ Ck
(
R+;E

)
,P(k−1)m−1 (t)x ∈

D(Ak), t ∈ R+ и AkP
(k−1)
m−1 x ∈ C(R+;E) для любого x ∈ E и

k ∈ 0,m− 1.

В общем случае в банаховом пространстве E задача (1.1) не
исследована.

Определение 1.1.3. Говорят, что оператор A порождает
α-раз проинтегрированную полугруппу, с α � 0, если (ω,∞) ⊆
ρ(A) для некоторого ω ∈ R и существует сильно непрерывная
функция S(·) : [0,∞) → B(E) такая, что ‖S(t)‖ � Meωt, t ∈ R+
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с некоторой константой M � 0 и

(λI −A)−1 = λα
∫ ∞
0

e−λtS(t) dt

для всех λ > max{ω, 0}.
Само семейство S(·) называется α раз проинтегрированной

полугруппой.

Теорема 1.1.1 ([115]). Пусть m � 2 и Am−1 порожда-
ет r раз проинтегрированную полугруппу. Предположим, что
D(Ai) ⊇ D(Am−1) для всех i ∈ 0,m− 2, и, кроме того,
AiD(Am−1) ⊆ D(Ai−m+r+2

m−1 ) для i � m − r − 1. Тогда задача
(1.1) имеет единственное экспоненциально ограниченное реше-
ние при u0m−1 ∈ D(Ar+1

m−1), u
0
k ∈

⋂m−1
j=0 D(Ar

m−1Ai), k ∈ 0,m− 2,

и для некоторых констант c, ω > 0 при t ∈ R+ имеет место
оценка

‖u(t)‖+ ‖Am−1u(t)‖ � ceωt
{r+1∑
l=0

‖Al
m−1u

0
n−1‖+

+
m−2∑
k=0

m−2∑
i=0

r∑
l=0

‖Al
m−1Aiu

0
k‖

m−2∑
k=0

(‖u0k‖+ ‖Am−1u
0
k‖)

}
.

В работе [192] эта теорема несколько изменена с расширени-
ем множества начальных данных и отсутствием экспоненциаль-
ной ограниченности.

Обозначим P (λ) :=
m∑
i=0

λiAi с областью определения D(P ) :=

m−1
∩
i=0

D(Ai).

Теорема 1.1.2 ([193]). Пропагаторы P
(k)
k (·), k ∈ 0,m− 1,

являются непрерывными по норме при t ∈ R+ тогда и только
тогда, когда существует такое τ0 ∈ R+, что

lim
|ω|→∞

‖(τ0 + iω)m−1P−1(τ0 + iω)‖ = 0, (1.2)

lim
|ω|→∞

‖(τ0 + iω)k−1P−1(τ0 + iω)Ak‖ = 0, k ∈ 0,m− 1. (1.3)

Следствие 1.1.1. Пусть выполнены условия (1.2)-(1.3).
Тогда для каждого k ∈ 0,m− 1 оператор Pk(t) непрерывен по
норме при t ∈ R+.

Случай зависимости Ak = Ak(t), t ∈ R+, рассматривался,
например, в [226], [227].
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В [292] приведены условия существования единственного це-
лого решения задачи (1.1).

Рассмотрим задачу (1.1) с Ak ∈ C(E) при всех k ∈ 0,m− 1 и
пусть D(A0) ⊆ D(Ak) при k ∈ 1,m− 1.

Теорема 1.1.3 ([225]). Для задачи Коши (1.1) при описан-
ных предположениях следующие условия эквивалентны:
i) оператор A0 порождает C0-полугруппу;
ii) для любых u0, u1, ..., um−1 ∈ D(A0) задача Коши (1.1) име-

ет единственное решение u(·) ∈ C(m−1)(R+,D(A0)).

Справедлива следующая теорема о равномерной устойчивос-
ти задачи (1.1).

Теорема 1.1.4. Пусть оператор A0 порождает C0-полуг-
руппу, u(·) — решение задачи Коши (1.1) с начальными услови-
ями ukl (k ∈ 1,m− 1; l →∞), ukl ∈ D(A) при k ∈ 1,m− 1, ukl → 0
в E. Тогда ul(·)→ 0 равномерно на любом компакте.

Теорема 1.1.5 ([225]). Пусть A0 порождает C0-полугруппу,
Ak ∈ C(E), D(A) ⊂ D(Ak) и ω таково, что при Reλ > ω су-
ществует обобщенная резольвента (резольвента пучка)

Rλ := R(λ;A0, ..., Am−1) = (λ
m − λm−1Am−1 − ...− λA1 −A0)

−1

(такое ω всегда найдется!). Пусть также на D(A) выполнено
равенство AkRλ = RλAk (k ∈ 1,m− 1;Reλ > ω). Тогда задача
(1.1) равномерно корректна и ее решение имеет вид

u(t) =
m−1∑
k=0

Qm−1−k,m−1(t)u
k, (1.4)

где оператор-функции Qm−1−k,m−1(t) есть сильно непрерывные
семейства, образующие полугруппу операторов

G(t) =

 Q0,0(t) . . . Q0,m−1(t)
...

. . .
...

Qm,0(t) . . . Qm−1,m−1(t)

 , t ∈ R+,

с производящим оператором

Γ =


A0 I 0 . . . 0
A1 0 I . . . 0
... 0

. . .
. . . 0

...
...
. . .

. . . I
Am−1 0 0 . . . 0

 .
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Рассмотрим теперь задачу Коши для уравнения порядка m
специального вида:

m∏
j=1

(
d

dt
−Aj)u(t) ≡ (

d

dt
−Am)...(

d

dt
−A1)u(t) = 0 (1.5)

с начальными условиями

u(k)(0) = u0k, k ∈ 0,m− 1, m � 2,
и операторами Aj ∈ C(E), j ∈ 1,m.

Определение 1.1.4. Задача Коши (1.5) называется равно-
мерно корректной, если
i) решение задачи Коши (1.5) существует для u0, ..., um−1,

взятых из некоторого плотного в E множества D;
ii) при u0, ..., um−1 ∈ D решение задачи Коши (1.5) обладает

свойством

k∏
j=1

(
d

dt
−Aj)u(t) ∈ Cm−k(R+, E); (1.6)

при k ∈ 1,m− 1;
iii) равномерная устойчивость решения (1.5) на любом

компакте дополняется условием: Из сходимости
∏k

j=1(
d
dt −

Aj)up(0) → 0 следует равномерная на каждом компакте из R+
сходимость

∏k
j=1(

d
dt −Aj)up(t)→ 0 (здесь k ∈ 1,m− 1; p→∞.

Теорема 1.1.6 ([18]). Пусть в задаче Коши (1.5) Aj ∈ C(E)
(j ∈ 1,m), пересечение резольвентных множеств ρ(Aj) опера-
торов Aj непусто и множество

D̃ ≡ ∩{D(Ai1 ...Aim) : ik ∈ 1,m} (1.7)

плотно в E. Тогда задача (1.5) равномерно корректна тогда
и только тогда, когда Aj порождает C0-полугруппу для каж-
дого j ∈ 1,m.

Теорема 1.1.7 ([18]). Пусть в условиях Теоремы 1.1.6 опе-
раторы Aj порождают C0-полугруппы при j ∈ 1,m, причем
эти полугруппы коммутируют:

exp(tAi) exp(sAj) = exp(sAj) exp(tAi),

t, s ∈ R, i, j ∈ 1,m.
(1.8)

Тогда задача (1.5) корректно поставлена.
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Теорема 1.1.8. Пусть для задачи Коши (1.5) выполнены
условия Теоремы 1.1.7 и 0 ∈ ρ(Ai − Aj) при всех i �= j. Тогда

условие w(t) ∈ N
(∏m

i=1(
d
dt − Ai)

)
при t ∈ R влечет равенство

w(t) =
∑m

i=1wi(t), где wi(t) ∈ N ( ddt −Ai), t ∈ R.

Условие (1.8) в теореме 1.1.7 можно заменить на ряд условий
на области R(Ai −Aj) при i �= j.

Пусть 1, ϕ1, ϕ2, ..., ϕp−1 – корни p-й степени из единицы, т.е.

ϕk = e
2πk
p

i
.

Определение 1.1.5. C0-функцией типа Миттаг-Леффлера
с параметром p называется функция M : C→ B(E) со свойст-
вами
i)

∑p−1
k,l=0M(ϕ

kt+ ϕls) = p2M(t)M(s) для любых t, s ∈ R;

ii) M(0) = I;

iii) семейство операторов T (t) ≡M(ϕkt+ϕls), k, l ∈ 0, p− 1 с
фиксированным s ∈ R сильно непрерывно по t ∈ R.

Для C0-функции Миттаг-Леффлера с параметром p опреде-
ляется p-генератор A соотношением

Ax = s- lim
t→0

p!
M(t)− I

tp
x

на тех x, на которых предел существует. Известно, что произ-
водящий оператор C0-функции Миттаг-Леффлера с параметром
p линейный замкнутый плотно определенный оператор и для
любого x ∈ D(A) имеет место равенство

dp

dtp
M(t)x = AM(t)x =M(t)Ax,

причем M(k)(0) = 0 для k ∈ 0, p− 1 .
Для C0-функции Миттаг-Леффлера с параметром p имеют

место теоремы о возмущении типа Филлипса–Миядеры (см.
[15]).

Теорема 1.1.9 ([30]). Пусть A порождает C0-функцию
Миттаг-Леффлера с параметром p и ‖M(t)‖ � Meωt, t ∈ R.
Тогда для любого B ∈ B(E) оператор A + B порождает C0-
функцию Миттаг-Леффлера с параметром p.

Предложение 1.1.1. C0-функция Миттаг-Леффлера с па-
раметром p в случае p = 1 является C0-группой операторов,
а в случае p = 2 – C0-косинус оператор-функцией. C0-функция
Миттаг-Леффлера с параметром p для p � 3 имеет ограни-
ченный производящий оператор A ∈ B(E).
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В наиболее простом случае m = 2 для задачи (1.1), например,
справедливы

Теорема 1.1.10 ([225]). Пусть задача Коши (1.1) при m =

2 равномерно корректна и P ′1(t)E ∈ D(A1) при t ∈ R+. Тогда
A0 порождает C0-косинус оператор-функцию на E.

Теорема 1.1.11 ([225]). Пусть A1 ∈ B(E). Тогда задача
Коши (1.1) при m = 2 равномерно корректна тогда и толь-
ко тогда, когда A0 порождает C0-косинус оператор-функцию
на E.

Тем не менее в общем случае даже для m = 2 задача Коши
(1.1) оказывается слишком сложной. Во первых, H.O.Fattorini в
[133] привел пример того, что задача Коши (1.1) при m = 2 име-
ет решение, которое не является экспоненциально ограничен-
ным. Во-вторых, в отличие от задачи Коши для m = 1, случай
m = 2 допускает большую гибкость в определении корректной
постановки.
Приведем в качестве одного из вариантов подход, восходя-

щий к H.O.Fattorini. Конструкции, используемые при доказа-
тельстве этих теорем практически полностью повторяют техни-
ку, применяемую при доказательстве утверждений, касающихся
C0-косинус и C0-синус оператор-функций (см. также [28]).
Рассмотрим задачу Коши

u′′(t) +Bu′(t) +Au(t) = 0, t ∈ R+, (1.9)

u(0) = u0, u′(0) = u1,

с A,B ∈ C(E).

Определение 1.1.6. Будем говорить, что операторы A и B
порождают M,N-семейства операторов в E, если
(i) M(t) и BN(t) сильно непрерывны по t ∈ R+ и функция

N(t)x сильно непрерывно дифференцируема по t ∈ R+ при лю-
бом x ∈ E;

(ii) множество Ê = {x ∈ E : M(t)x сильно дифференцируема
по t ∈ R+ и BM(t)x непрерывна по t ∈ R+} плотно в E;
(iii) Оператор A = −M ′′(0), B-замкнут и Bx = −N ′′(0)x при

всех x ∈ Ê;
(iv) M(0) = N ′(0) = I и N(0) = 0;

(v) M(t + s)x = M(t)M(s)x + N(t)M ′(s)x при всех x ∈ Ê и
t, s ∈ R+;
(vi) N(t+ s) =M(t)N(s) +N(t)N ′(s) при всех t, s ∈ R+.

Теорема 1.1.12 ([28]). Пусть A и B порождают M,N-
семейства. Тогда
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(i) A замкнут, D(A) ∩ D(B) ⊆ Ê ⊆ D(B) и D(A) ∩ D(B)
плотно в E;
(ii) семейства M,N единственным образом определяются

операторами A и B;
(iii) M ′(0)x = 0 для всех x ∈ D(M ′(0));

(iv) M ′(t)x = −N(t)Ax при всех x ∈ D(A) и t ∈ R+;

(v) N ′(t)x =M(t)x−N(t)Bx при всех x ∈ Ê и t ∈ R+;
(vi) N ′′(t)x+N ′(t)Bx+N(t)Ax = 0 при всех x ∈ D(A)∩D(B)

и t ∈ R+;

(vii) при всех x ∈ Ê и t ∈ R+; элемент N ′(t)x ∈ Ê, N(t)x ∈
D(A) и N ′′(t)x− x+BN ′(t)x+AN(t)x = 0;

(viii) при всех x ∈ E и t ∈ R+ элемент
∫ t
0 N(s)xds ∈ D(A),

и
N ′′(t)x− x+BN(t)x+A

∫ t
0 N(s)xds = 0;

(ix) для всех x ∈ E и t ∈ R+ элемент
∫ t
0 N(s)xds ∈ Ê,

M(t)x ∈ D(A) и M ′′(t)x+BM ′(t)x+AM(t)x = 0;

(x) для всех x ∈ D(A)
⋃
Ê и t ∈ R+ элемент M(t)x − x ∈ Ê,∫ t

0M(s)xds ∈ D(A) и M ′x+B(M − I)x+A
∫ t
0M(s)xds = 0 ;

(xi) существуют константы C,ω � 0 такие, что

‖M(t)‖, ‖N(t)‖, ‖BN(t)‖, ‖N ′(t)‖ � Ceωt, t ∈ R+,

при всех x ∈ Ê существуют константы C,ω � 0 такие, что

‖M ′(t)x‖, ‖BM(t)x‖ � C(x)eωt, t ∈ R+;

(xii) оператор λ2I + λB +A замыкаем при всех λ ∈ C;

(xiii) существует константа ω ∈ R+ такая, что λ ∈
ρ(A,B) для всех λ с Reλ > ω и

∆(λ)x := (λ2I + λB +A)−1x =
∫ ∞
0

e−λtN(t)xdt при x ∈ E;

∆(λ)(I +B)x =

∫ ∞
0

e−λtM(t)xdt при x ∈ Ê;

(xiv) λ2∆(λ)x→ x при λ→∞ для всех x ∈ E.

Имеет место аналог Теоремы 2.1.1 из [15]:

Теорема 1.1.13 ([291]). Операторы A и B порождают
M,N семейства тогда и только тогда, когда
(i) операторы A и B замкнуты и D(A)

⋂
D(B) плотно в E;
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(ii) существуют константы C,ω � 0 такие, что λ ∈
ρ(A,B) при Reλ > ω оператор ∆(λ)A замыкаем и

‖
(
λ∆(λ)

)(k)
‖, ‖

(
B∆(λ)

)(k)
‖, ‖

(
∆(λ)B

)(k)
‖ � Ck!

(Reλ− ω)k+1

при k ∈ N, Reλ > ω,
(1.10)

где ∆(λ)B ограниченное расширение оператора ∆(λ)B с облас-
тью определения D(A)∩D(B), а (·)(k) - производная порядка k
по λ.

В случае коммутирующих A и B вместо оценки с опера-

тором B в (1.10) может фигурировать, например, ‖ dk

dλk

(
(λI −

A)∆(λ)
)
‖ � Mk!

(Reλ−ω)k+1
, k ∈ N0 (см. [28]).

Если A = 0, то A и B порождают M,N семейства тогда и
только тогда, когда B порождает C0-полугруппу.
Пусть D(B) ⊆ D(A) и ρ(B) �= ∅. Если (λ0I − B)−1A имеет

ограниченное расширение для некоторой точки λ0 ∈ ρ(B), то A
и B порождают M,N -семейства тогда и только тогда, когда B
порождает C0-полугруппу.

Предложение 1.1.2 ([291]). Пусть B подчинен A с показа-
телем 0 � α � 1, т.е. D(A) ⊆ D(B) и ‖Bx‖ � Cα‖x‖1−α‖Ax‖α

при всех x ∈ D(A), и A и B коммутируют. Если −A порожда-
ет C0-косинус оператор-функцию и ‖(λ2I +A)−1‖ � C|λ|−2 при
Reλ > ω, то A и B порождают M и N семейства.

Рассмотрим теперь аналитическое продолжение решения
уравнения (1.9) в сектор Σ(θ) = {z ∈ C : z �= 0, |arg z| < θ}.

Теорема 1.1.14 ([291]). Для заданных θ, ω � 0 следующие
условия эквивалентны:
(i) задача Коши (1.9) равномерно корректна и семейства

M,N могут быть аналитически продолжены в сектор Σ(θ) =
{z ∈ C : z �= 0, |argz| < θ}, при любом z имеет место вложение
N(z)E ⊆ D(B) и BN(·) аналитична в Σ(θ). Кроме того, при
каждых θ′ ∈ (0, θ), x ∈ E

lim
z∈Σθ′
z→0

N ′(z)x = 0, lim
z∈Σθ′
z→0

BN(z)x = 0,

lim
z∈Σθ′
z→0

M(z)x = x, lim
z∈Σθ′
z→0

N(z)x = 0,
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и существует константа C ′θ > 0 такая, что

‖N ′(z)‖, ‖BN(z)‖, ‖M(z)‖ � C ′θe
ωRe z для всех z ∈ Σ(θ);

(ii) множество D(A)∩D(B) плотно в E. Для каждого θ′ ∈
(0, θ) существует M ′

θ > 0 такое, что при λ ∈ Σ(θ′, ω) = {λ ∈
C : λ �= ω, | arg(λ− ω)| < π

2 + θ′} , оператор ∆(λ) := (λ2I + λB +

A)−1 ∈ B(E) существует, оператор ∆(λ)A замыкаем и

‖λ∆(λ)‖ � M

|λ− ω|
, ‖B∆(λ)‖ � M

|λ− ω|
, ‖∆(λ)B0‖ �

M

|λ− ω|
,

где B0 ⊆ B с D(B0) = D(A)∩D(B). Кроме того, в этом случае
мы имеем:

N ′′(z) +BN ′(z) +AN(z) = 0, M ′′(z) +BM ′(z) +AM(z) = 0,

где AN(z) и AM(z) аналитичны в Σ(θ). При каждом θ′ ∈ (0, θ)

lim
z∈Σθ′
z→0

M ′(z)x = 0 для любого x ∈ D(A).

Существование и единственность решения уравнения (1.9) в
некоторых ”гиперболических” условиях рассматривается в [229].
Задача (1.9) в случае нелинейного B рассмотрена в [187].

§ 1.2. Задачи Коши для дифференциальных уравнений
1-го и 2-го порядка

В настоящем разделе мы приведем некоторые постановки за-
дач Коши для уравнений первого и второго порядков. Уравне-
ния первого порядка уже рассматривались в книге [15], одна-
ко лишь в связи с C0-полугруппами на пространстве E. Мы
рассматриваем здесь более общие интерпретации, подготавли-
вая читателя к более универсальному подходу который будет
изложен в обзоре 3.
Как уже отмечалось, возможны различные постановки задач

Коши. Приведем некоторые рассуждения, когда решение дается
не C0-семействами на всем пространстве E.

Определение 1.2.1. Проинтегрированным решением зада-
чи Коши

u′(t) = Au(t), u(0) = x, (1.11)

назовем непрерывно дифференцируемую функцию v(·) : R+ → E
такую, что
(i) v(·) ∈ C([0,∞);D(A)) и
(ii) dv

dt (t) = Av(t) + x, v(0) = 0.
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Определение 1.2.2. Обозначим через Z(A) разрешающее
множество оператора A, т.е. множество всех таких x ∈ E, что
задача Коши (1.11) имеет проинтегрированное решение.

Предложение 1.2.1. Пусть Z(A) – разрешающее подпро-
странство, наделенное семейством полунорм

‖x‖a,b = sup
t∈[a,b]

‖u(t)‖, a, b ∈ R+. (1.12)

Тогда Z(A) есть пространство Фреше и T (t)x = u(t) яв-
ляется локально эквинепрерывной полугруппой, порожденной
оператором A|Z(A).

Напомним определение целых векторов, эквивалентное
[15]❀[Определение 3.1.3].

Определение 1.2.3. Обозначим через Uc(A) множество це-
лых векторов оператора A, т.е. множество таких x ∈ D(A∞),

что для любого t ∈ R+
∞∑
k=0

‖Akx‖
tk

k!
<∞.

Предложение 1.2.2 ([114]). Любой линейный замкнутый
оператор на E с резольвентным множеством ρ(A), содержа-
щим полуось (ω,∞), порождает C0-полугруппу на некотором
максимальном подпространстве в E.

Предложение 1.2.3 ([114]). Для любого замкнутого линей-
ного оператора A существует максимальное пространство
Фреше Z(A) такое, что Z(A) ⊆ E и задача Коши (1.11) авто-
матически равномерно корректно поставлена на Z(A).

Как видно из этого Предложения, требование существования
C0- полугруппы весьма ограничительно. В то же время именно
для C0-семейств операторов лучше всего разработаны техничес-
кие приемы для исследования аппроксимационных методов.

Теорема 1.2.1 ([114]). Пусть A ∈ C(E). Тогда Uc(A) = {x ∈
E : задача (1.11) имеет целое решение} и Uc(A) ⊆ Z(A).

Теорема 1.2.2 ([82]). Пусть A порождет на E аналити-
ческую C0-полугруппу. Тогда Uc(A) = Z(A), причем равенство
выполняется топологически и алгебраически.

Как известно, самосопряженный оператор A∗ = A � 0 в гиль-
бертовом пространстве H порождает как аналитическую C0-
полугруппу, так и C0-косинус оператор-функцию. Кроме того,
в этом случае по теореме Стоуна оператор iA порождает уни-
тарную C0-группу на H. В то же время практические задачи
зачастую требуют отказаться от самосопряженности оператора
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и гильбертовости исходного пространства. Поэтому установить
порождает ли конкретный оператор C0-полугруппу или нет яв-
ляется не простой, и зачастую, сложной самостоятельной проб-
лемой. Мы приведем здесь примеры, когда возможна проверка
условий порождения C0-семейств в банаховом пространстве E.

Теорема 1.2.3 ([41]). Для того, чтобы A ∈ C(E) был гене-
ратором аналитической C0-полугруппы, необходимо и доста-
точно, чтобы существовали числа ν, ω и α > 1, такие что
при всех Reλ > ω0 выполнено неравенство

‖(λαI −A)−1‖ � M |λ|ν

(Reλ)ν+α−1(Reλ− ω)
,

при этом для полугруппы справеделиво представление

exp(zA) = −
α

2πi

∫ ω+i∞

ω−i∞
ezµ

α

µα−1(µαI −A)−1 dµ

для z ∈ {z ∈ C : Imz < Re z|ctgαπ2 |}.

Пусть Ω ⊂ Rd - некоторая область. Обозначим через C(Ω)
пространство равномерно непрерывных и ограниченных в Ω
функций с нормой

‖v(·)‖C(Ω) = sup
x∈Ω

|v(x)|

и Cρ(Ω) = {v(·) : ρ(·)v(·) ∈ C(Ω), ρ(t) � 0}, ‖v(·)‖Cρ(Ω) =

‖ρ(·)v(·)‖C(Ω).

Пример 1.2.1 ([41]). Пусть Ω = [0, 1] и Av = v′′(·) с D(A) =
{v(·) : v ∈ C(Ω), Av ∈ C(Ω), v′(0) = v′(1) = 0}. Тогда A ∈ H(ω, π2 )
в C([0, 1]).
В то же время оператор A0v = v′′(·) с D(A0) = {v(·) : v ∈

C([0, 1]), v(0) = v(1) = 0} является A0 ∈ H(0, β) на C0([0, 1]) =
{v(·) : v ∈ C([0, 1]), v(0) = v(1) = 0}.
Наконец, оператор Aρv = v′′ с D(Aρ) = {v(·) : ρ(·)v(·) ∈

C([0, 1]), Aρv ∈ Cρ([0, 1])} порождает аналитическую C0-
полугруппу с оценкой

‖ exp(tAρ)‖Cρ([0,1]) � e−π
2t, t ∈ R+.

Пример 1.2.2 ([41], [265]). Оператор Лапласа

∆v =
d∑

j=1

∂2v(x)

∂x2j
, x ∈ Rd,

задает при 1 < p <∞ генератор аналитической C0-полугруппы
в E =W 2,p(Rd).
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Здесь уместно напомнить (см. [166]), что оператор i∆ при
p �= 2 не порождает C0-полугруппу на Lp(Rd). Кроме того, опе-
ратор ∆ порождает C0-косинус оператор-функцию тогда и толь-
ко тогда, когда p = 2 или d = 1.

Заметим также (см. [123]), что оператор −(i∆)1/2 не порож-
дает C0-полугруппы на L1(R1).

Пример 1.2.3 ([123]). Оператор Лапласа ∆ в Lp(Rd), 1 �
p <∞, порождает α-раз проинтегрированную косинус оператор-

функцию при α > (d− 1)
∣∣∣12 − 1

p

∣∣∣.
Пример 1.2.4 ([122]). Пусть Ã - сильно эллиптический опе-

ратор в Ω ⊆ Rd. Обозначим через Tr(·) C0-полугруппу в Lr(Ω),

порождаемую операторами Ã с условиями Дирихле или Нейма-
на на границе. Тогда существует аналитическая C0-полугруппа
Tp(·) с углом π/2 в Lp(Ω) такая, что Tp(t)x = Tr(t)x при всех
x ∈ Lp(Ω) ∩ Lr(Ω).

Пример 1.2.5 ([123]). Пусть 1 < p < ∞, оператор Ãp по-

рождает полугруппу Tp(·) и µ(Ω) < ∞. Тогда Ãp порождает α

раз проинтегрированную косинус оператор-функцию на Lp(Rd)

при α > d
2

∣∣∣12 − 1
p

∣∣∣+ 12 .
Пример 1.2.6 ([34]). Пусть Ω = R+. Оператор (Av)(x) =

v′′(x) + a
xv
′(x) + c

xv(x) при a, c ∈ R и D(A) = {v(·) : v ∈

C(R+), Av ∈ C(R+)} порождает аналитическую C0-полугруппу
тогда и только тогда, когда c � 0.

Пример 1.2.7 ([41]). Пусть Ω = [−1, 1]. Тогда оператор

(Av)(x) = d
dx

(
(1−x2)dv(x)dx

)
с D(A) = {v(·) : v ∈ C(Ω), Av ∈ C(Ω)}

порождает C0-полугруппу.
Пример 1.2.8 ([41]). Пусть (Av)(x) = v′′(x) + q(x)v(x), x ∈

R. Обозначим через Sp банахово пространство функций Сте-
панова, т.е. функций, заданных на R, с нормой ‖v(·)‖p,l =

supx∈R(
1
l

∫ x+l
x |f(s)|p ds)

1
p , l > 0, p � 1. Известно, что при раз-

личных l нормы эквивалентны. Для того, чтобы оператор A ∈
H(ω, β) на C(R), достаточно, а в случае q(x) � c > −∞ и необ-
ходимо, чтобы q(·) ∈ S1.

Обозначим H−1(z) =
2√
π

∫∞
0 e−s

2−2sz ds и

Hτ (t)(λ
2I −A)−1 = −

1

2πi

∫ ω+i∞

ω−i∞
H−1(λτ)e

λtλ(λ2I −A)−1 dλ.
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Теорема 1.2.4 ([33]). Для того, чтобы A ∈ C(M,ω), необ-
ходимо и достаточно, чтобы он был производящим операто-
ром аналитической C0-полугруппы, и при каждом t ∈ [0, T ] вы-
полнялась оценка

‖Hτ (t)(λ
2I −A)−1‖ �M(t) (1.13)

равномерно по τ ∈ (0, ε), ε > 0. В этом случае

C(t, A) = s- lim
τ→0

(Hτ (t) +Hτ (−t))(λ
2I −A)−1, t ∈ R+.

Пример 1.2.9 ([33]). Пусть оператор A задан как в примере
1.2.6. Тогда для функции

fτ (x) =


0, если x ∈ [0, 1),
x−1
2τ , если x ∈ [1, 1 + 2τ),
1, если x ∈ [1 + 2τ,∞)

имеем ‖Hτ (1)(λ
2I − A)−1fτ‖ > M

τ , а значит по Теореме 1.2.4
такой оператор A не порождает C0-косинус оператор-функцию.

Пример 1.2.10 ([41]). Рассмотрим оператор A из примера
1.2.6, но в пространстве Cρ(R+) с ρ(x) = xexγ, x ∈ R+, γ ∈

R. Тогда ‖Hτ (t)(λ
2I − A)−1v‖Cρ � Me|µt|‖v‖Cρ , и значит A ∈

C(M,ω).

Пример 1.2.11 ([41]). Пусть A задан как в примере 1.2.8.
Для того, чтобы A ∈ C(M,ω) в пространстве C(R) достаточно,
а в случае q(x) � c > −∞ и необходимо, чтобы q(·) ∈ S1.

Рассмотрим задачу

∂2u(t, x)

∂t2
= xm

∂2u(t, x)

∂x2
+ αxm−1

∂u(t, x)

∂x
(1.14)

с m > 0, x > 0 и начальными условиями limt→0 u(t, x) = ϕ(x),

limt→0
∂u(t,x)

∂t = ψ(x) для любого x ∈ R+, где ϕ,ψ ∈ C(2)(R+)∩E,
где E – банахово пространство функций ϕ ∈ C(R+) таких, что
limx→0 ϕ(x) = limx→∞ ϕ(x) = 0 с нормой ‖ϕ‖ = supx∈R+ |ϕ(x)|.

Определение 1.2.4. Задача (1.14) называется равномер-
но корректной, если для любого компакта J ⊂ R+ имеем
maxt∈J |u(t, x)| �M(‖ϕ‖ + ‖ψ‖).

Пример 1.2.12 ([41]). Для оператора (Av)(x) = xmv′′(x) +

αxm−1v′(x) с D(A) = {v ∈ E : v ∈ C(2)(R+) ∩ E, Av ∈ E} в
описанном пространстве E условие (1.13) проверяется при 0 �
2α−(1+α)m

2−m < 1. При 2α−(1+α)m

2−m � 1 оператор A не порождает
C0-косинус оператор-функцию.
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Пример 1.2.13 ([41]). Для оператора ∆ =
∑d

i=1
∂2

∂x2i
, опере-

деленного в пространстве C(Rd), оператор ∆2k+1 в C(Rd) по-
рождает C0-косинус оператор-функцию тогда и только тогда,
когда d � 4k + 1.
Здесь в связи с примером 1.2.13 уместно заметить, что

для любого A ∈ C(M,ω) всякий многочлен P (A) = A2m+1 +∑2m
k=0 ckA

k, ck ∈ R, порождает аналитическую полугруппу.
При этом оператор (−1)m+1Am в случае четного m не обязан

порождать C0-косинус оператор-функцию.

Предложение 1.2.4 ([176]). Пусть A ∈ C(M, 0). Тогда для

любого k ∈ N оператор (−1)kA2
k
порождает α раз проинтег-

рированную косинус оператор-функцию при некотором α > 0.

Кроме того, (−1)kA2
k
∈ H(ω, π/2).

Теорема 1.2.5 ([230]). Пусть A ∈ H(0, π2 ) и m ∈ N. Пусть
Bi ∈ B(E), i ∈ 1,m. Тогда оператор (−1)m+1Am + B1A

m−1 +
... + Bm−1A + Bm порождает аналитическую C0-полугруппу с
углом π

2 .

Аналогичное утверждение для C0-косинус оператор-функций
неверно!

Теорема 1.2.6 ([177]). Пусть {Aj}mj=1 – резольвентно ком-

мутирующие операторы и Aj ∈ C(M, 0), j ∈ 1,m, заданы на
E. Определим A0 =

∑m
j=1Aj, D(A0) = ∩m

j=1D(Aj). Тогда опера-

тор A0 замыкаем и A0 порождает α раз проинтегрированную
косинус оператор-функцию при α � m−1

2 .

При этом эта α раз проинтегрированная полугруппа удов-
летворяет оценке ‖S(t)‖ � Mαt

α, t ∈ R+ при некоторых Mα >

0 и α � m−1
2 .

Теорема 1.2.7 ([176]). В условиях и обозначениях Теоре-
мы 1.2.6 оператор iA0 порождает β-раз проинтегрированную
группу при β > m/2.

Предложение 1.2.5 ([177]). Пусть в условиях теоремы
1.2.6 дополнительно пространство E = H – гильбертово. Тог-
да A0 порождает C0-косинус оператор-функцию.

Предложение 1.2.6 ([177]). Пусть в условиях Теоремы
1.2.6 дополнительно E = H – гильбертово и является бана-
ховой решеткой, причем C(t, Aj)H+ ⊆ H+, t ∈ R, j ∈ 1,m.
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Определим

Ck(t) =

{ ∫ t
0
(t−s)k−1

(k−1)! C(s,A0) ds при k � 1,
C(t, A0) при k = 0.

Тогда Ck(·) положительны при k �
[
m
2

]
.

Пример 1.2.14 ([161]). Пусть E = Lp(Rd), 1 < p < ∞. Тог-
да оператор Лапласа ∆ с D(∆) = W 2,p(Rd) порождает α раз
проинтегрированную косинус оператор-функцию тогда и толь-

ко тогда, когда α � (d− 1)
∣∣∣12 − 1

p

∣∣∣.
В работе [293] исследуются конкретные дифференциальные

операторы на порождение корректной постановки задачи Коши
для полного уравнения второго порядка.

§ 1.3. Резольвентные семейства

Для функций k(·) ∈ Lp
loc(R+) и g(·) ∈ W 1,1([0, T ];E) рассмот-

рим уравнение Вольтерра

u(t) = g(t) +

∫ t

0
k(t− s)Au(s) ds, t ∈ [0, T ]. (1.15)

Определение 1.3.1. Сильно непрерывное семейство огра-
ниченных линейных операторов {R(t) : t ∈ R+} в E называется
резольвентным семейством для (1.15), если оно коммутирует
с оператором A и

R(t)x = x+

∫ t

0
k(t− s)AR(s)xds для x ∈ D(A), t ∈ R+.

Если резольвентное семейство существует, то любое решение
уравнения (1.15) представимо в виде

u(t) = R(t)g(0) +

∫ t

0
k(t− s)g′(s) ds, t ∈ [0, T ]. (1.16)

Теорема 1.3.1 ([111], [148], [241]). Пусть R(·) — сильно не-
прерывное семейство операторов на R+ такое, что ‖R(t)‖ �
Meωt и |k(t)| �Meωt, t ∈ R+. Тогда R(·) является резольвент-
ным семейством тогда и только тогда, когда
(i) k̂(λ) �= 0 и 1

λk̂(λ)
∈ ρ(A) при всех λ � ω,

(ii)
(
I−λk̂(λ)A

)−1
x =

∫∞
0 eλtR(t)xdt при всех x ∈ E и λ > ω,

где k̂(·) – преобразование Лапласа функции k(·).
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В частности, следует отметить, что при k(t) ≡ 1 резольвент-
ное семейство есть C0-полугруппа операторов, а при k(t) = t
— C0-косинус оператор-функция. Таким образом, доказательст-
во ряда утверждений относительно свойств, связанных с C0-
полугруппами и C0-косинус оператор-функциями можно полу-
чить из утверждений относительно резольвентных семейств.
При ядре k(·) с некоторыми ограничениями (положитель-

ность, ограниченная вариация) для резольвентного семейст-
ва передоказаны многие результаты, справедливые для C0-
полугрупп и C0-косинус оператор-функций. Так, например, C.
Lizama в [195] - [197] передоказал утверждения о свойствах ком-
пактности, равномерной непрерывности, периодичности. Jung
Chan Chang и S.-Y. Shaw в [169] передоказали теоремы о муль-
типликативных и аддитивных возмущениях.

§ 1.4. Неполная задача Коши

Рассмотрим для уравнения второго порядка так называемые
неполные задачи Коши

u′′(t) = Au(t), t ∈ R+,

u(0) = u0, sup
t∈R+

‖u(t)‖ <∞; (1.17)

u′′(t) = Au(t), t ∈ R+,

lim
t→0+

u(t) = u0, lim
t→∞

‖u(t)‖ = 0;
(1.18)

u′′(t) = Au(t), t ∈ R+,

u(0) = u0, lim
t→∞

‖u(t)‖ = 0.
(1.19)

Неполные задачи Коши исследовались в [114], [135], [138].

Предложение 1.4.1. Оператор A имеет квадратный ко-
рень

√
A такой, что exp(t

√
A) является ограниченной анали-

тической C0-полугруппой тогда и только тогда, когда задача
(1.17) имеет единственное решение при каждом u0 ∈ D(A) и
это решение аналитически продолжается в некоторый сек-
тор, содержащий полуось R+.

Предложение 1.4.2. Пусть существует
√
A, который по-

рождает дифференцируемую C0-полугруппу такую, что s-

limt→∞ exp(t
√
A) = 0. Тогда задача (1.18) имеет единственное

решение при любом u0 ∈ E.
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Предложение 1.4.3. Пусть
√
A порождает C0-полугруппу

такую, что s-limt→∞ exp(t
√
A) = 0. Тогда задача (1.19) имеет

единственное решение при каждом u0 ∈ D(A).

Определение 1.4.1. C0-полугруппа exp(·A) называется C0-
полугруппой устойчивой на степени q ∈ N, если s-
limt→∞ exp(tA)x = 0 при каждом x ∈ D(Aq). Мы назовем C0-
полугруппу устойчивую на степени 0 равномерно устойчивой
полугруппой.

Теорема 1.4.1. Предположим, что оператор B порожда-
ет C0-полугруппу устойчивую на степени 2, а функция v(·)
имеет непрерывную вторую производную и удовлетворяет
уравнению

v′′(t) = B2v(t), t ∈ R+,

причем s-limt→∞ v(t) = 0. Тогда v(t) = exp(tB)v(0), t ∈ R+.

Теорема 1.4.2. Пусть A = B2, где оператор B порождает
C0-полугруппу.
i) Если exp(·B) является устойчивой на степени 2, то за-

дача (1.19) корректно поставлена;
ii) Если exp(·B) является устойчивой на степени 1, то кор-

ректно поставленной является задача

u′′(t) = Au(t), t ∈ R+, u(0) = x,

lim
t→∞

‖u(t)‖ = 0, lim
t→∞

‖u′(t)‖ = 0;
(1.20)

(iii) Если exp(·B) равномерно устойчивая, то корректно по-
ставленной является задача

u′′(t) = Au(t), t ∈ R+, u(0) = x,

lim
t→∞

‖u(k)(t)‖ = 0, k ∈ N0.
(1.21)

Предложение 1.4.4. Пусть ρ(A) �= ∅. Тогда
(i) задача (1.19) корректно поставлена тогда и только

тогда, когда оператор A имеет квадратный корень
√
A, ко-

торый порождает устойчивую на степени 2 C0-полугруппу;
(ii) задача (1.20) корректно поставлена тогда и только

тогда, когда оператор A имеет квадратный корень
√
A, ко-

торый порождает устойчивую на степени 1 C0-полугруппу;
(iii) задача (1.21) корректно поставлена тогда и только

тогда, когда оператор A имеет квадратный корень
√
A, ко-

торый порождает устойчивую C0-полугруппу.
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Следствие 1.4.1. Любой оператор A имеет не более одно-
го квадратного корня

√
A, который порождает устойчивую на

степени 2 C0-полугруппу.

Теорема 1.4.3. Пусть B и C – самосопряженные комму-
тирующие операторы в гильбертовом пространстве H. Тогда
существуют замкнуто дополняемые подпространства H1 и H2
такие, что, если A = B + iC, то задачи (1.19), (1.20), (1.21)
корректно поставлены на H1 и задача

u′′(t) = Au(t), t ∈ R+,

u(0) = u0, u′(0) = u1.
(1.22)

корректно поставлена на H2.

Определение 1.4.2. Регуляризированной дробной произ-
водной порядка 0 < α < 1 функции u(·) называют функцию

(D(α)u)(t) = (Dα
0+u)(t)−

1

Γ(1− α)

u(0)

tα
,

где (Dα
0+u)(t) =

1
Γ(1−α)

d
dt(

∫ t
0

u(ξ)
(t−ξ)α dξ).

Рассмотрим задачу Коши

(D(α)u)(t) = Au(t), 0 < t � T, u(0) = u0, (1.23)

с замкнутым оператором A. Под решением задачи (1.23) пони-
мается функция u(·) такая, что
(i) u(·) ∈ C([0, T ];E);
(ii) при t ∈ R+ значения u(t) ∈ D(A);

(iii) дробный интеграл 1
Γ(1−α)

∫ t
0

u(ξ)
(t−ξ)α dξ является непрерыв-

но дифференцируемым при t � 0 и
(iv) функция u(·) удовлетворяет (1.23).

Теорема 1.4.4 ([42]). Пусть резольвента (λαI − A)−1 су-
ществует при λ > ω > 0 и

lim
λ→∞

λ−1/α ln ‖(λI −A)−1‖ = 0.

Тогда решение задачи (1.23) единственно.

Теорема 1.4.5 ([42]). Пусть резольвента (λαI − A)−1 су-
ществует в полуплоскости Reλ > ω > 0 и для тех же λ

‖(λαI −A)−1‖ � C(1 + |Imλ|)−β , 0 < β < 1.

Тогда задача (1.23) имеет единственное решение. Это реше-
ние бесконечно дифференцируемо при t > 0 и его значения при
каждом t непрерывно зависят от начальных данных u0.
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Глава 2

КОСИНУС И СИНУС ОПЕРАТОР-ФУНКЦИИ

Имеющийся параллелизм теории C0-полугрупп операторов и
теории C0-косинус оператор-функций носит своеобразный ха-
рактер. С одной стороны, ряд определений и свойств практи-
чески дословно повторяют друг друга. С другой, стороны, для
уравнений второго порядка в силу теоремы Кизынского, основ-
ным объектом, соответствующим C0-косинус оператор-функции
является C0-группа, что исключает появление свойств ”пара-
боличности”, несмотря на то, что производящий оператор C0-
косинус оператор-функции A порождает и аналитическую C0-
полугруппу.

§ 2.1. Измеримость полугрупп операторов и косинус
оператор-функций

Свойство измеримости косинус оператор-функции выгодно
отличается от измеримости полугруппы. В силу четности изме-
римость косинус оператор-функции влечет сильную непрерыв-
ность в нуле. Аналогичная ситуация складывается и для се-
мейств возмущения.

Определение 2.1.1. Функция T (·) : R+ → B(E) называет-
ся операторной полугруппой, если она удовлетворяет условию
T (t+ h) = T (t)T (h) при любых t, h ∈ R+ и T (0) = I.

Определение 2.1.2. Функция C(·) : R → B(E) называется
операторным косинусом (или косинус оператор-функцией), ес-
ли она удовлетворяет условию C(t + h) + C(t − h) = 2C(t)C(h)
при любых t, h ∈ R и C(0) = I.

Определение 2.1.3. Функция S(·) : R → B(E), называется
операторным синусом (или синус оператор-функцией), если она
удовлетворяет условию S(t+h)+S(t−h) = 2S(t)C(h) при любых
t, h ∈ R и S(0) = 0.

Теорема 2.1.1 ([185]). Пусть операторная полугруппа T (·)
сильно измерима, т.е. функция T (·)x сильно измерима на R+
при любом x ∈ E. Тогда она сильно непрерывна на R+.

Подчеркнем, что в Теореме 2.1.1 сильная непрерывность
утверждается лишь на R+, но не на R+ !

Предложение 2.1.1 ([185]). Пусть функция t→ T (t)x силь-
но измерима на R+. Тогда она локально ограничена.

Предложение 2.1.2 ([185]). Пусть операторная косинус
оператор-функция C(·) сильно измерима на R+. Тогда она силь-
но непрерывна на R.
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Предложение 2.1.3 ([185]). Пусть функция t→ C(t)x силь-
но измерима на R+. Тогда она локально ограничена.

Теорема 2.1.2 ([184]). Пусть косинус оператор-функция
C(·) такова, что ее сужение на некоторый интервал J ⊆ R
слабо измеримо по Лебегу, а пространство E сепарабельно и
рефлексивно. Тогда C(·) слабо непрерывна на R.

§ 2.2. Мультипликативные и аддитивные семейства.
Измеримость и непрерывность

Определение 2.2.1. Пусть C(·, A) – C0-косинус оператор-
функция. Семейство {F (t) : t ∈ R} операторов в B(E) называ-
ется семейством мультипликативного возмущения для C(·, A),
если F (0) = 0 и

F (t+ s)− 2F (t) + F (t− s) = 2C(t, A)F (s) для t, s ∈ R. (2.1)

Определение 2.2.2. Семейство {G(t) : t ∈ R} операторов
в B(E) называется семейством аддитивного возмущения для
C0-косинус оператор-функции C(·, A), если G(0) = 0 и

G(t+ s)− 2G(t) +G(t− s) = 2G(s)C(t, A) для t, s ∈ R. (2.2)

Если эти семейства сильно непрерывны в нуле, мы называем
их C0-семейством мультипликативного возмущения и C0-се-
мейством аддитивного возмущения соответственно.
Ясно, что F (·) и G(·) - четные функции. Вышеупомянутая

терминология выбрана по аналогии с соответствующими опре-
делениями семейств возмущений U(·) и V (·) для C0-полугрупп
([15] ❀ [раздел 2.2]). Напомним, что U(·) удовлетворяет соотно-
шениям

U(0) = 0 и U(t+ s)− U(t) = T (t)U(s), t, s ∈ R+,
а V (·) — соотношениям

V (0) = 0 и V (t+ s)− V (t) = V (s)T (t), t, s ∈ R+.
C0-семейства мультипликативного и аддитивного возмуще-

ния играют важную роль в теории возмущений C0-косинус
оператор-функций.
Например, используя C0-семейства мультипликативного и

аддитивного возмущения, можно рассмотреть корректные по-
становки возмущенной задачи Коши в форме

u′′(t) = A(1− λF̂ (λ))u(t) + λ3F̂ (λ)u(t),

t ∈ R+, u(0) = x, u′(0) = y.

Как известно, C0-косинус оператор-функция, которая сильно
(соответственно, равномерно) измерима на R+ является силь-
но (соответственно, равномерно) непрерывной на R (см. раздел
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2.1). Следующая теорема показывает, что семейства мультипли-
кативного и аддитивного возмущения обладают теми же свой-
ствами.

Теорема 2.2.1 ([236]). Если семейство мультипликативно-
го возмущения F (·) - сильно (соответственно равномерно) из-
меримо на R+, тогда функция F (·) - сильно (соответственно
равномерно) непрерывна на R.
Если семейство аддитивного возмущения G(·) равномерно

измеримо на R+, тогда функция G(·) равномерно непрерывна
на R.

Доказательство. Прежде всего, сильная измеримость F (·)x
на R+ влечет измеримость по Лебегу ‖F (·)x‖ на R+ (см. [73] ).
Далее покажем, что ‖F (·)x‖ ограничена на любом компактном
подинтервале [a, b] ⊂ R+ для любого x ∈ E. Допустим от про-
тивного, что это не так. Тогда найдутся x̃ ∈ E, число τ > 0 и
последовательность τn ∈ [a, b] такие, что τn → τ и

‖F (τn)x̃‖ � n при n→∞.

В силу измеримости ‖F (·)x̃‖ существуют постоянные c1 и изме-
римо по Лебегу множество Λ ⊂ [0, τ ] с мерой

µ(Λ) >
3

4
τ

такие, что

sup
t∈Λ

‖F (t)x̃‖ � c1. (2.3)

Теперь, следуя [99], положим

Ak :=
τk
2
−
Λ ∩ [0, τk]

2
, Bk := Λ ∩ [0, τk/2] (2.4)

и

A =
τ

2
−
Λ

2
, B = Λ ∩ [0, τ/2].

Во-первых, µ(A∩B) > 0. Чтобы доказать это, предположим, что
µ(A ∩ B) = 0. Тогда µ(A) + µ(B) � τ/2. Но µ(A) = µ/2(Λ) по
определению множества A. Это означает, что µ(Λ) + 2µ(B) � τ.

Следовательно
3

4
τ < µ(Λ) � τ − 2µ(B), то есть

µ(B) � τ/8. (2.5)

Запишем
Λ = (Λ ∩ [0, τ/2]) ∪ (Λ ∩ [τ/2, τ ]) = B ∪ D,

где µ(Λ) = µ(B) + µ(D) с µ(D) � τ/2. Но

3

4
τ < µ(Λ) = µ(B) + µ(D) � µ(B) + τ/2
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влечет µ(B) > τ/4, что противоречит (2.5). Мы доказали, что
µ(A ∩ B) � δ > 0.
Теперь определим множества

E = A∩ B, En = An ∩ Bn

и

Hn = τn − η, η ∈ En .

Ясно, что En → E при n → ∞, так, что µ(Hn) > δ/2 для n
достаточно больших. Для этих же n, если η ∈ En, тогда η и
τn− 2η и принадлежат Λ в силу (2.4). Используя теперь (2.1) и
(2.3), мы получаем для η ∈ En

n � ‖F (τn)x̃‖ � 2‖F (τn−η)x̃‖+‖F (τn−2η)x̃‖+2‖C(τn−η)‖‖F (η)x̃‖ �

� 2‖F (τn − η)x̃‖+ c1 + 2Meωbc1.

Следовательно,

‖F (t)x̃‖ � n− c1 − 2Mc1e
ωβ

2

для t ∈ Hn и обозначая limn→∞Hn = H∞, мы имеем, что
‖F (t)x̃‖ = ∞ для t ∈ H∞ с µ(H∞) � δ/2 > 0. Это - проти-
воречит факту конечности ‖F (t)x̃‖ для каждого t.
Теперь мы собираемся доказать, что сильная измеримость

вместе с ограниченностью влечет непрерывность F (·)x для каж-
дого t ∈ R+ и каждого x ∈ E. Для этой цели мы выбираем че-
тыре положительных числа α, β, ε и γ таких, что β < t − ε и
0 < α < γ < β < t. Из (2.1) мы имеем

F (t)x = 2F (t− γ/2)x− F (t− γ)x+

2C(t− γ/2, A)F (γ/2)x. (2.6)

Левая часть, будучи независимой от γ, интегрируема по γ, и
мы имеем

(β − α)(F (t± ε)x− F (t)x) =∫ β

α
2

(
F (t± ε− γ/2)− F (t− γ/2)x

)
dγ −

−
∫ β

α

(
F (t± ε− γ)− F (t− γ)

)
xdγ +

+

∫ β

α
2

(
C(t± ε− γ/2, A) − C(t− γ/2, A)

)
F (γ/2)xdγ.
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Следовательно,

‖(F (t± ε)− F (t))x‖ �

� 1

β − α

[ ∫ t−α/2

t−β/2
‖(F (ζ ± ε)− F (ζ))x‖dζ +

+

∫ t−α

t−β
‖(F (ζ ± ε)− F (ζ))x‖dζ +

+2

∫ β

α
‖(C(t± ε− γ/2, A) − C(t− γ/2, A))F (γ/2)x‖ dγ

]
. (2.7)

По Теореме 3.8.3 из [73]∫ t−α/2

t−β/2
→ 0 и

∫ t−α

t−β
→ 0 при ε→ 0.

Последнее слагаемое в (2.7) стремится к нулю по теореме Лебе-
га о мажорантной сходимости (см. [73] - Теорема 3.7.9).
Мы получаем, что F (·)x непрерывна для t ∈ R+. Заменяя t

в (2.1) на t+ s, мы получаем, что для всех t, s ∈ R+ функция

F (t)x = 2C(t+ s,A)F (s)x− F (t+ 2s)x+ 2F (t+ s)x,

сходится к 2C(s,A)F (s)x−F (2s)x+2F (s)x = F (0)x = 0 при t→
0+. Поэтому F (·) сильно непрерывна на R+, и, следовательно,
на R, потому что F (·) - четная функция. Доказательство для
случая равномерной измеримости аналогично.
Для доказательства утверждения для G(·) можно использо-

вать следующую запись уравнения (2.2):

G(τn) = 2G(τn − η)−G(τn − 2η) + 2G(η)C(τn − η,A)

при оперировании в оценке типа (2.6). Доказательство анало-
гично.

Теорема 2.2.2. C0-семейство мультипликативного возму-
щения и C0- семейство аддитивного возмущения для C0-
косинус оператор-функции C(·, A) сильно непрерывны на R+.
Кроме того, равномерная непрерывность в 0 влечет равномер-
ную непрерывность на ∈ R+.

Доказательство. Следуя [99], мы предположим от против-
ного, что семейство мультипликативного возмущения F (·) не
является сильно непрерывным в некоторой точке t0 ∈ R+, то
есть существует x0, такое что невозрастающая последователь-
ность

Kn := sup{‖(F (t) − F (s))x0‖ : |t− t0|, |s− t0| �
t0
8n

}
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сходится к некоторому K > 0 при n→∞.
Мы можем выбрать последовательности τn и σn такие, что

|τn − t0| �
t0
8n

, |σn − t0| �
t0
8n

и

‖(F (τn)− F (σn))x0‖ � Kn −
1

n
, n ∈ N.

Ясно, что |σn−τn| � t0
4n и |2τ4n−σ4n− t0| � t0

8n , n ∈ N. Поэтому

‖
(
F (σ4n)− F (2τ4n − σ4n)

)
x0‖ � Kn, n ∈ N.

Используя тождество (2.1) в форме

2

(
F (t+ h)− F (t)

)
= (F (t+ h)− F (t− h)) + 2C(t, A)F (h)

и полагая t0 + h = σ4n и t0 = τ4n, мы получаем

2‖
(
F (σ4n)− F (τ4n)

)
x0‖ � Kn + 2Meωt0‖F (σ4n − τ4n)x0‖.

Следовательно,

2(K4n −
1

4n
) � Kn + 2Meωt0‖F (σ4n − τ4n)x0‖

и, таким образом,

K4n + (K4n −Kn) �
1

2n
+ 2Meωt0‖F (h)x0‖.

В силу сходимости F (h)x0 → 0 при h → 0 ( мы напомним,
что h = σ4n − τ4n) и K4n − Kn → 0 при n → ∞ мы имеем
Kn → 0 при n → ∞, n ∈ N, что является противоречием к
нашему предположению, что Kn → K, K > 0.
Чтобы доказать то же самое утверждение для G(·) можно

использовать тождество

2

(
G(t+ h)−G(t)

)
=

=

(
G(t+ h)−G(t− h)

)
+ 2G(t)

(
C(h,A)− I

)
+ 2G(h),

которое получается из (2.2) и Предложения 2.4.1 (i).

Таким же образом, как в Предложении 2.3.2 из [15], можно
доказать следующее
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Предложение 2.2.1. Пусть семейство мультипликатив-
ного возмущения F (·) и C0-косинус оператор-функция C(·, A)
коммутируют, то есть F (t)C(t, A) = C(t, A)F (t) для всех
t ∈ R+. Тогда C0- семейство мультипликативного возмущения
F (·) - есть семейство аддитивного возмущения и оно комму-
тативно, то есть F (t)F (s) = F (s)F (t) для всех s, t ∈ R.

§ 2.3. Основные свойства C0-косинус и C0-синус
оператор-функций

Определение 2.3.1. C0-косинус оператор-функция , опре-
деляется как однопараметрическое семейство операторов

{C(t), t ∈ R}, C(t) ∈ B(E), t ∈ R,

обладающее следующими свойствами:
(i) C(t+ s) +C(t− s) = 2C(t)C(s) для любых t, s ∈ R
(уравнение Даламбера);
(ii) C(0) = I — единичный оператор на E ;
(iii) s-limh→0C(h)x = x при любом x ∈ E.

С C0-косинус оператор-функцией C(·) ассоциируют C0-синус
оператор-функцию :

S(t)x :=

t∫
0

C(s)xds, x ∈ E, t ∈ R, (2.8)

и линейные многообразия

Ek := {x ∈ E : C(·)x ∈ Ck(R;E)}, k = 1, 2. (2.9)

Определение 2.3.2. Линейный оператор A с областью
определения D(A), состоящей из всех x, для которых сущест-
вует предел

Ax := s- lim
h→0+

2
C(h)− I

h2
x, (2.10)

называется производяшим (инфинитезимальным) оператором
(генератором) C0-косинус оператор-функции C(·).

Тот факт, что A есть производящий оператор C0-косинус
оператор-функции C(·) записывается как C(·, A) (и S(·, A) для
C0-синус оператор-функции S(·)).
Приведем простейший пример C0-косинус оператор-функции.

Пример 2.3.1. Пусть A – оператор умножения на комплекс-
ное число в пространстве R. Тогда A является генератором C0-

косинус оператор-функции (C(t, A)f)(s) = cos(it
√
A)f(s), t ∈

R.
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Предложение 2.3.1 ([85]). Определим оператор

A1x := s- lim
h→0

C(2h,A) − 2C(h,A) + I

h2
x.

с естественной областью определения (т.е. на тех x ∈ E, на
которых этот предел существует). Тогда при x ∈ D(A1) ∩
D(A) имеем Ax = A1x .

Для C0-косинус оператор-функции C(·, A) можно определить
также первый производящий оператор

◦
Cx := s- lim

h→0+

C(h,A)x − x

h

с естественной областью определения.

Предложение 2.3.2 ([261]). Для C0-косинус оператор-функции

C(·, A) имеем D(A) ⊆ D(
◦
C) и

◦
C x = 0 при любом x ∈ D(A).

Предложение 2.3.3 ([261]). Операторы C(t, A), C(s,A), S(t, A)
и S(s,A) коммутируют между собой при любых t, s ∈ R.

Предложение 2.3.4. C0-синус оператор-функция S(·, A)
непрерывна в равномерной операторной топологии.

Предложение 2.3.5 ([261], [269]). При всех t, s ∈ R имеют
место равенства

(i) C(t, A) = C(−t, A), S(−t, A) = −S(t, A), S(0, A) = 0;

(ii) S(t+ s,A) + S(t− s,A) = 2S(t, A)C(s,A);

(iii) S(t+ s,A) = S(t, A)C(s,A) + S(s,A)C(t, A);

(iv) C(t+ s,A)− C(t− s,A) = 2AS(t, A)S(s,A);

(v) C(2t, A) = 2C(t, A)2 − I, C(t, A)2 −AS(t, A)2 = I;

(vi) C((n+ 1)t, A) = b0I + b1C(t, A) + ...+ bn+1C
n+1(t, A),

где b0 + b1z + ...+ bn+1z
n+1 - многочлен Чебышева первого рода

порядка n+ 1 .

Предложение 2.3.6 ([261]). Для любой C0-косинус опера-
тор-функции C(·, A) существуют такие константы M � 1 и
ω � 0, что при всех t ∈ R справедлива оценка

‖C(t, A)‖ �Mch(ωt), t ∈ R, (2.11)

где ch(ωt) := 1
2

(
eωt + e−ωt

)
– гиперболический косинус.

Определение 2.3.3. Нижняя грань чисел ω из (2.11) на-
зывается типом C0-косинус оператор-функции и обозначается
ωc(A).
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Предложение 2.3.7 ([206]). Минимального ω, удовлетво-
ряющего (2.11) при подходящей константе Mω, может не су-
ществовать, т.е. нижняя грань ωc(A), вообще говоря, не до-
стигается.

Предложение 2.3.8 ([131], [140], [261]). Пусть оператор A
порождает C0-косинус оператор-функцию C(t, A), и ‖C(t, A)‖ �
M ch(ωt), t ∈ R. Тогда A ∈ G(M,ω2), C0-полугруппа exp(·A) ана-
литически продолжается в правую полуплоскость и

exp(tA) =
1

√
πt

∞∫
0

e−
s2

4tC(s,A)ds, t ∈ R+. (2.12)

Предложение 2.3.9. Представление аналитической полу-
группы в Предложении 2.3.8 можно записать в виде

exp(tA)x =
1

2k
√
πt(k+1)/2

∫ ∞
0

Pk

(
s

2
√
t

)
e−

s2

4tCk(s)xds, t ∈ R+.

Здесь Pk - полином степени k и Ck(t) =
∫ t
0
(t−s)k−1

(k−1)! C(s,A) ds, где

t ∈ R+, k ∈ N и C0(t) = C(t, A).

Замечание 2.3.1 ([222]). Имеются примеры аналитических
C0-полугрупп, производящие операторы которых не порождают
C0-косинус оператор-функции.

Определение 2.3.4. Обозначим через Ek, k ∈ N, множество
элементов x исходного пространства E, для которых функция
C(t, A)x : R→ E является k раз непрерывно дифференцируемой
по t.

Предложение 2.3.10 ([178]). Очевидно, что D(A) ⊆ E1

для A ∈ C(M,ω), и, следовательно, множество E1 плотно в
E.

Предложение 2.3.11 ([271]). Для любых x ∈ E и t, s ∈ R
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имеем

(i) y :=

t∫
s

S(τ,A)xdτ ∈ D(A)

и Ay = C(t, A)x− C(s,A)x; (2.13)

(ii) z :=

t∫
0

s∫
0

C(τ,A)C(ζ,A)xdτdζ ∈ D(A) и (2.14)

Az =
1

2

(
C(t+ s,A)− C(t− s,A)

)
x; (2.15)

(iii) S(t, A)x ∈ E1. (2.16)

Предложение 2.3.12 ([271]). Если элементы x пробегают
все E, а числа t, s все R, то множество элементов вида y =
t∫
s
S(τ,A)xdτ плотно в E .

Предложение 2.3.13. При любом x ∈ E справедливы ра-
венства

s- lim
t→0

t−1S(t, A)x = x и s- lim
t→0

2t−2
t∫
0

S(τ,A)xdτ = x. (2.17)

Предложение 2.3.14 ([271]). Если x ∈ E1, то при любом
t ∈ R

(i) C(t, A)x ∈ E1, S(t, A)x ∈ D(A) и

C ′(t, A)x = AS(t, A)x; (2.18)

(ii) s- lim
τ→0

AS(τ,A)x = 0 и

S′′(t, A)x = AS(t, A)x. (2.19)

Предложение 2.3.15 ([271]). Пусть x ∈ D(A). Тогда при
всех t ∈ R

(i) C(t, A)x ∈ D(A) и

C ′′(t, A)x = AC(t, A)x = C(t, A)Ax; (2.20)

(ii) S(t, A)x ∈ D(A) и

S′′(t, A)x = AS(t, A)x = S(t, A)Ax. (2.21)
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Предложение 2.3.16 ([269]). При всех t, s ∈ R имеют мес-
то равенства

(i) C(2t, A) = C(t, A)2 + C ′(t, A)S(t, A); (2.22)

(ii) C ′(t, A)S(s,A) = C ′(s,A)S(t, A); (2.23)

(iii) C(t+ s,A)− C(t− s,A) = 2C ′(t, A)S(s,A); (2.24)

(iv) (C(t, A)− I)

h∫
0

S(s,A)ds =

= (C(h,A)− I)

t∫
0

S(s,A)ds; (2.25)

(v) (A− λ2I)

t∫
0

sh
(
λ(t− s)

)
C(s,A)ds =

= λ
(
C(t, A)− ch(λt)I

)
; (2.26)

здесь sh(·) и ch(·) — гиперболические синус и косинус соответ-
ственно.

Предложение 2.3.17 ([133]). Область определения произ-
водящего оператора C0-косинус оператор-функции C(·, A) сов-
падает с E2, и при каждом x ∈ D(A)

Ax = s- lim
τ→0

C ′′(τ,A)x. (2.27)

Иногда производящий оператор C0-косинус оператор-функции
определяют через (2.27).
Множество производяших операторов C0-косинус оператор-

функции с оценкой (2.11) будем обозначать C(M,ω).

Предложение 2.3.18 ([261]). Пусть A,G ∈ C(M,ω). Тогда,
если D(A) ⊆ D(G) и Ax = Gx при всех x ∈ D(A), то C(t, A) =
C(t,G) при всех t ∈ R.

Теорема 2.3.1 ([110], [129], [261], [266]). Для того, чтобы
оператор A ∈ C(E) являлся производящим оператором C0-
косинус оператор-функции, необходимо и достаточно, чтобы
для некоторых констант M,ω � 0 резольвента (λ2I − A)−1

существовала при Reλ > ω и выполнялись неравенства∥∥∥∥ dn

dλn

(
λ(λ2I −A)−1

)∥∥∥∥ � Mn!

(Reλ− ω)n+1
, n ∈ N0. (2.28)
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Замечание 2.3.2 ([261]). Иногда оценка (2.28) записывает-
ся в виде ∥∥∥∥ dn

dλn

(
λ(λ2I −A)−1

)∥∥∥∥ �
� Mn!

2

(
1

(Reλ− ω)n+1
+

1

(Reλ+ ω)n+1

)
(2.29)

при всех Reλ > ω, n ∈ N0.

На практике условия (2.28)–(2.29) оказываются трудно про-
веряемыми, поэтому представляют интерес другие условия по-
рождения C0-косинус оператор-функций.

Теорема 2.3.2 ([40]). Для того, чтобы оператор A ∈
C(E) являлся производящим оператором C0-косинус оператор-
функции, необходимо и достаточно, чтобы существовали та-
кие константы M, δ > 0 и ω, что

‖(λ2I −A)−1‖ � M

|λ|(Reλ− ω)
для всех Reλ > ω, (2.30)

и равномерно по τ ∈ (0, δ) выполнялась оценка

∥∥∥∥
ω+i∞∫
ω−i∞

eλ
2τ ch(λt)λ(λ2I −A)−1xdλ

∥∥∥∥ � ξ(t)‖x‖, t ∈ R+, (2.31)

где ξ(·) ∈ C(R).

Замечание 2.3.3. В связи с оценкой (2.30) отметим (см.
[55]), что для любого фиксированного ε > 0 условие ‖(λ2I −

A)−1‖ � M
|λ|1+ε , Reλ > ω, влечет ограниченность спектра σ(A).

Предложение 2.3.19 ([209]). В случае, когда A— нормаль-
ный оператор в гильбертовом пространстве, для того, чтобы
он порождал C0-косинус оператор-функцию, достаточно лишь
условия на расположение спектра, т.е. {z2 : Re z > ω} ⊆ ρ(A)
при некотором ω.

Предложение 2.3.20 ([269]). При Reλ > ωc(A) числа λ2 ∈
ρ(A) и

λ(λ2I −A)−1x =

∞∫
0

e−λtC(t, A)xdt, x ∈ E; (2.32)
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(λ2I −A)−1x =

∞∫
0

e−λtS(t, A)xdt, x ∈ E. (2.33)

Предложение 2.3.21 ([133]). Если x ∈ D(A3), y ∈ D(A) и
ω > ωc(A), то

C(t, A)x = x+
t2

2!
Ax+

t4

4!
A2x+

+
1

2πi

ω+i∞∫
ω−i∞

eλtλ−3(λ2I −A)−1A3xdλ; (2.34)

C(t, A)y =
1

2πi

ω+i∞∫
ω−i∞

eλtλ(λ2I −A)−1y dλ, t ∈ R+. (2.35)

Записывая обратное преобразование Лапласа в другой фор-
ме, можно получить иные аналогичные представления оператор-
функций C(·, A) и S(·, A).

Предложение 2.3.22 ([221]). Пусть x ∈ D(Ak) при некото-
ром k ∈ N. Тогда для t ∈ R справедлива формула Тейлора:

C(t, A)x = x+
t2

2!
Ax+ ...+

t2k−2

(2k − 2)!
Ak−1x+

+

t∫
0

(t− s)2k−1

(2k − 1)!
C(s,A)Akxds.

Предложение 2.3.23 ([165]). Пусть A ∈ C(M,ω) и r ∈ N.
Тогда

(
C(t, A)− I

)r
= 2−r

2 r∑
j=1

(−1)r−jC2rr−jC(jt,A) + (−1)
rC2rr I


(
C(t, A)− I

)r
x =

= Ar
∫ t

0

∫ t

0
...

∫ t

0

r∏
j=1

(t− sj)C(sj, A)xds1ds2...dsr

для любого x ∈ E.

Предложение 2.3.24 ([224]). Для любых A ∈ C(M,ω), x ∈
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Ẽ0, и t ∈ R имеет место представление

C(t, A)x =
∞∑
k=0

t2kAkx/(2k)!,

и при каждом x̃ ∈ Ẽ0 функция t → C(t, A)x̃ может быть про-
должена по t до функции, аналитической на всей комплексной
плоскости.

Предложение 2.3.25 ([131]). Справедлива формула Уиддера–
Поста

C(t, A)x = lim
k→∞

(−1)k

k!

(
k

t

)k+1
dk

dλk

(
λ(λ2I −A)−1x

)∣∣∣∣∣
λ= k

t

,

t �= 0, x ∈ E,

(2.36)

где сходимость равномерна по t из любого компакта в R \ {0}.

Предложение 2.3.26 ([286]). Выражение

N(λ, k) :=
dk

dλk

(
λ(λ2I −A)−1

)
из (2.36) можно представить в виде

(i) N(λ, k) = k!
(
λk+1+C2k+1λ

k−1A+...+Ck
k+1λA

k/2
)
(λ2I−A)−(k+1),

k — четно;

(ii) N(λ, k) =

= −k!
(
λk+1 + C2k+1λ

k−1A+ ...+ Ck
k+1λA

(k+1)/2
)
(λ2I −A)−(k+1),

k — нечетно;

(iii) N(λ, k) =
k∑

j=k/2

(−1)j
(k + 1)!j!λ(2λ)2j−k

(k − j)!(2j − k + 1)!
(λ2I −A)−(j+1),

k — четно;

(iv) N(λ, k) =
k∑

j= k−1
2
+1

(−1)j
(k + 1)!j!λ(2λ)2j−k

(k − j)!(2j − k + 1)!
(λ2I−A)−(j+1),

k — нечетно;
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Предложение 2.3.27 ([257]). Для C0-косинус оператор-фун-
кции C(·, A), C0-синус оператор-функции S(·, A) и любых x ∈ E
и t ∈ R имеем

(i)C(t, A)x = lim
k→∞

k∑
l=0

l∑
j=0

C2l2kC
j
l (−1)

l−j

(
I −

( t

2k

)2
A

)−(2k−l+j)
x;

(ii)C(t, A)x =

= lim
k→∞

k∑
l=0

l∑
j=0

C2l2k+1C
j
l (−1)

l−j

(
I −

(
t

2k + 1

)2
A

)−(2k+1−l+j)
x;

(iii)C(t, A)x = lim
n→∞

e−nt
∞∑

m=0

m∑
k=0

k∑
j=0

(nt)2m

(2m)!
C2k2mC

j
k(−1)

k−j ×

×

(
I +

nt

2m− 2k + 1
(I − n−2A)−1

)
(I − n2A)−(2m−k+j)x;

(iv)S(t, A)x = lim
n→∞

t

n

n−1∑
m=0

m∑
k=0

k∑
j=0

C2k2m+1C
j
k(−1)

k−j ×

×

(
I −

( t

2n

)2
A

)−(n+m+1−k+j)
x;

причем во всех случаях сходимость по t ∈ J ⊂ R равномерна.
Здесь J — произвольный отрезок.

Предложение 2.3.28 ([257]). В условиях Предложения 2.3.27
равномерно по t ∈ [0, 1] имеем

C(t, A)x = lim
n→∞

n∑
m=0

m∑
k=0

k∑
j=0

C2m2n C
2k
2mC

j
k(−1)

k−jt2m(1− t)2n−2m−1×

×

(
(1− t) +

2n− 2m

2m− 2k + 1
t(I − (2n)−2A)−1

)−(2m−k+j)
x.

В [257] приведено также много других соотношений анало-
гичного вида.
Введем обозначения

St(A) :=
{
x ∈ E :

∞∑
k=1

‖Akx‖−
1
2k <∞

}
— векторы Стилтьеса,
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Up(A) :=
{
x ∈ E :

∞∑
k=1

t2k

(2k)!
‖Akx‖ <∞ при некотором t ∈ R+

}
— полуаналитические векторы,

Upp(A) :=
{
x ∈ E :

∞∑
k=0

t2k

(2k)!
‖Akx‖ <∞ при всех t ∈ R+

}
— целые векторы.

Предложение 2.3.29 ([104]). Пусть A ∈ C(M,ω) и Ẽ0 по-
строено по C0-полугруппе exp(·A). Тогда Ẽ0 ⊆ Up(A).

Предложение 2.3.30 ([104]). Пусть A ∈ C(M,ω). Имеют
место вложения: U(A) ⊆ Up(A) ⊆ St(A).

Предложение 2.3.31 ([104]). Пусть Upp(A) = E. Тогда

множество векторов x из D(A∞) со свойством ‖Akx‖1/k =
o(k) плотно в E.

Предложение 2.3.32 ([104]). Пусть A ∈ C(M,ω). Тогда
U(A) ∩ Upp(A) = E.

Предложение 2.3.33 ([104]). Пусть Upp(A) = E и сущест-
вует оператор G ∈ C(E) такой, что
(i) G−1 ∈ B(E);

(ii) G2 = A, причем операторы ±G диссипативны.

Тогда A ∈ C(M,ω) и C(t, A) =

(
exp(tG) + exp(−tG)

)
/2, где

G ∈ GR(1, 0).

Определение 2.3.5. Множество элементов S ⊆ E называ-
ется тотальным в E, если множество его конечных линейных
комбинаций плотно в E.

Предложение 2.3.34 ([104]). Пусть A1 ∈ L(E) замкнут,
St(A1) тотально в E, A2 ∈ C(M,ω) и A1 ⊆ A2. Тогда A1 = A2.

Предложение 2.3.35 ([104]). Пусть A — замкнутый, сим-
метричный и полуограниченный оператор в гильбертовом про-
странстве H. Тогда оператор A самосопряжен тогда и толь-
ко тогда, когда множество St(A) тотально в H.

В [143] приведены примеры нелинейных косинус оператор-
функций. Однако общей теории нелинейных косинус оператор-
функций, в отличие от теории нелинейных полугрупп операто-
ров, пока нет.
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§ 2.4. Преобразование Лапласа и инфинитезимальные
операторы

В этом разделе мы приводим некоторые основные свойства
преобразований Лапласа C0-семейств мультипликативного F (·)
и аддитивного G(·) возмущений. Пусть F̂ (·) и Ĝ(·) соответ-
ственно обозначают их преобразования Лапласа.

Предложение 2.4.1 ([236]). Пусть F (·) есть C0- семейст-
во мультипликативного возмущения и G(·) — семейство ад-
дитивного возмущения C0-косинус оператор-функции C(·, A).
Имеют место следующие свойства:
(i) (C(t, A)− I)F (s) = (C(s,A)− I)F (t) и
G(s)(C(t, A) − I) = G(t)(C(s,A) − I) для t, s ∈ R+;
(ii) функции F (·) и G(·) экспоненциально ограничены;

(iii)
d2

dt2
(λ(λ2I −A)−1F (t)x) = C(t, A)λ2F̂ (λ)x и

d2

dt2

(
G(t)λ(λ2I − A)−1x

)
= λ2Ĝ(λ)C(t, A)x для x ∈ E, λ > ω,

и t ∈ R+;
(iv)

F (t)x = (λ2I −A)

∫ t

0
S(s,A)λF̂ (λ)xds =

=

∫ t

0
S(s,A)λ3F̂ (λ)xds− (C(t, A)− I)λF̂ (λ)x

для x ∈ E, t ∈ R+;
(v)

G(t)x = λĜ(λ)(λ2I −A)

∫ t

0
S(s,A)xds =

= λ3Ĝ(λ)

∫ t

0
S(s,A)xds− λĜ(λ)(C(t, A) − I)x

для x ∈ E, t ∈ R+.

Доказательство. Свойство (i) легко следует из (2.1) и (2.2).
Для доказательства того, что C0-семейство мультипликативно-
го возмущения F (·) экспоненциально ограничено, выберем L �
1, τ ∈ R+, такие, что ‖C(s,A)‖ � L, ‖F (s)‖ � L для 0 � s � τ.
Используя равенство

F (kτ + s) = 2F (kτ) − F (kτ − s) + 2C(kτ,A)F (s),

мы имеем для 0 � s � τ

‖F (τ + s)‖ � ‖2F (τ)‖ + ‖F (τ − s)‖+ 2 Meτω‖F (s)‖ �
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� 2L+ L+ 2MeτωL �Meτω5L �Me2τω1 �Meτω1e(τ+s)ω1 ,

где 5L � eτω1 и ω � ω1,

‖F (2τ + s)‖ � 2‖F (2τ)‖ + ‖F (2τ − s)‖+ 2Me2τω1‖F (s)‖ �

� 2Me2τω1 +Me2τω1 + 2LMe2τω1 �Me3τω1 � τω1e
(2τ+s)ω1 .

По индукции

‖F (kτ + s)‖ � 2‖F (kτ)‖ + ‖F (kτ − s)‖+ 2‖C(kτ,A)‖ ‖F (s)‖ �
� 2Mekτω1 +Mekτω1 + 2LMekτω1 � 5LMekτω1

�Me(k+1)τω1 �Meτω1e(kτ+s)ω1

для всех s ∈ [0, τ ]. Следовательно, ‖F (t)‖ � M1e
ω1t для M1 =

Meτω1 и всех t ∈ R+.
Для доказательства (iii) положим Θ(t, λ) = λ(λ2−A)−1F (t) и

Υ(t, λ) = G(t)λ(λ2 − A)−1, λ > ω, t � 0. Из (2.1) и (2.2) следует,
что

Θ′′t (t, λ) = C(t, A) lim
s→0

2s−2λ(λ2 −A)−1F (s) = C(t, A)Θ′′t (0, λ),

если Θ′′t (0, λ) существует, и

Υ′′t (t, λ) = lim
s→0

2s−2λ(λ2 −A)−1G(s)C(t, A) = Υ′′t (0, λ)C(t, A),

если Υ′′t (0, λ) существует. Следовательно, достаточно доказать,
что Θ′′t (0, λ) = λ2F̂ (λ) и Υ′′t (0, λ) = λ2Ĝ(λ).
Беря преобразование Лапласа в (2.1) по t, мы имеем

(eλs − 2 + e−λs)F̂ (λ)− eλs
∫ s

0
e−λτF (τ)dτ + e−λs

∫ s

0
eλτF (τ)dτ =

= 2λ(λ2 −A)−1F (s) = 2Θ(s, λ).
Теперь, взяв производную, получаем

2Θ′s(s, λ) = λ(eλs − e−λs)F̂ (λ)−

−λeλs
∫ s

0
e−λτF (τ)dτ − λe−λs

∫ s

0
eλτF (τ)dτ,

и, дифференцируя еще раз, имеем

2Θ′′ss(s, λ) = λ2(eλs + e−λs)F̂ (λ)− λ2eλs
∫ s

0
e−λτF (τ)dτ+

+λ2e−λs
∫ s

0
eλτF (τ)dτ − 2λF (s).

Таким образом, Θ′s(0, λ) = 0 и Θ
′′
ss(0, λ) = λ2F̂ (λ). Аналогично

можно показать, что Υ′s(0, λ) = 0 и Υ
′′
ss(0, λ) = λ2Ĝ(λ).
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Интегрируя Θ′′tt(t, λ) = C(t, A)λ2F̂ (λ) дважды от нуля до t, и
используя соотношения F (0) = 0 и Θ′t(0, λ) = 0, мы получаем

λ(λ2I −A)−1F (t)x = Θ(t, λ)x =

=

∫ t

0
S(s,A)λ2F̂ (λ)xds, x ∈ E,

(2.37)

и, следовательно, утверждение (iv) доказано. Утверждение (v)
доказывается аналогично.

Замечание 2.4.1. Если C(·, A) равномерно непрерывна,
тогда каждое C0-семейство мультипликативного возмущения
F (·) (соответственно, C0- семейство аддитивного возмущения
C0-косинус оператор-функции C(·, A) также равномерно непре-
рывно. Это следует из формулы (iv) (соотв.(v)) Предложения
2.4.1.

Определение 2.4.1. Пусть F (·) есть C0-семейство муль-
типликативного возмущения для C0-косинус оператор-функции
C(·, A). Инфинитезимальный оператор Ws семейства F (·) опре-
деляется как Wsx = s-limh→0

2
h2
F (h)x, с естественной об-

ластью определения. Инфинитезимальный оператор As пары

(C(·, A), F (·)) определяется как Asx := s-limh→0
2

h2
(C(h,A) +

F (h) − I)x, с естественной областью определения. Инфините-
зимальный оператор Wc C0-семейства аддитивного возмуще-
ния G(·) и инфинитезимальный оператор Ac пары (G(·), C(·, A))
определены тем же самым путем как

Wcx = s- lim
h→0

2

h2
G(h)x и Acx := s- lim

h→0

2

h2

(
C(h,A) +G(h) − I

)
x,

соответственно.

Теорема 2.4.1 ([236]). Определенные выше операторы Ws и
As замкнуты и

(i) Ws = λ(λ2I −A)F̂ (λ), Reλ > ω;

(ii) As = A(I − λF̂ (λ)) + λ3F̂ (λ), Reλ > ω;
(iii)

As = A
(
I −

2

t2

∫ t

0

∫ τ

0
F (s)dsdτ

)
+

+
2

t2

(
λ2

∫ t

0

∫ τ

0
C(s,A)dsdτ − (C(t, A)− I)

)
λF̂ (λ),

где t ∈ R+, Reλ > ω.
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Доказательство. Пусть Ah = 2
h2

(
C(h,A) + F (h) − I

)
.

Утверждение (iv) Предложения 2.4.1 можно переписать в виде

2F (h)

h2
x =

2

h2

∫ h

0
S(s,A)λ3F̂ (λ)xds−

2

h2
(C(h,A) − I)λF̂ (λ)x,

Ahx = 2h
−2

∫ h

0
S(s,A)λ3F̂ (λ)xds+2h−2(C(h,A)−I)(I−λF̂ (λ))x.

Поскольку первый член с правой стороны в каждом равенстве
в силу (2.17) сходится к λ3F̂ (λ)x при h→ 0, мы имеем

D(Ws) = D(AF̂ (λ)) и Wsx = λ(λ2I −A)F̂ (λ)x для x ∈ D(Ws),

и также

D(As) = D
(
A(I − λF̂ (λ))

)
и Asx = λ3F̂ (λ)x+A(I − λF̂ (λ))x

для x ∈ D(As). Поскольку A замкнут и F̂ (λ) ограничен, легко
видеть что Ws и As замкнуты. Утверждения (i) и (ii) установ-
лены.
Чтобы доказать (iii) воспользуемся равенством (2.1). Для

всех x ∈ E и s ∈ R+
2

h2

(
C(h,A) + F (h)− I

)
x =

=
2

h2

(
C(h,A)− I

)
x+

2

h2

(
F (s+h)−2C(h,A)F (s)+F (s−h)

)
x =

=
2

h2

(
C(h,A)−I

)(
I−F (s)

)
x+

1

h2

(
F (s+h)−2F (s)+F (s−h)

)
x =

=
2

h2
(C(h,A)− I)(I − F (s))x+

2

h2
C(s,A)F (h)x.

Интегрируя дважды, получаем для любого t ∈ R+

2

h2
(C(h,A)+F (h)−I)x =

2

h2
(C(h,A)−I)

(
I−

2

t2

∫ t

0

∫ τ

0
F (s)dsdτ

)
x

+
2

t2
(λ2I −A)

∫ t

0

∫ τ

0
C(s,A)dsdτ(λ2I −A)−1

2

h2
F (h)x.

Поскольку последний член сходится к

2

t2
(λ2I −A)

∫ t

0

∫ τ

0
C(s,A) dsdτλF̂ (λ)x

при h → 0+ для всех x ∈ E (см. Предложение 2.4.1 (iii)), мы
получаем As в виде (iii).
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Замечание 2.4.2. Определение инфинитезимального опера-
тора посредством предела s-limh→0+ h

−1F (h) не имеет смысла.
Действительно, в этом случае, используя (2.37), мы получаем,
что такой оператор будет нулевым.

Вообще говоря, области определения операторов Ws и As не
обязательно плотны в E. Но при некоторых условиях на F (·)
оператор As не только имеет плотную область определения, но и
порождает C0-косинус оператор-функцию. Области определения
D(Wc) и D(Ac) всегда содержат плотное множество D(A).

Теорема 2.4.2 ([236]). Инфинитезимальные операторы Wc
и Ac имеют при Reλ > ω следующие свойства
(i) D(A) ⊆ D(Wc) и Wcx = λĜ(λ)(λ2−A)x для всех x ∈ D(A);
(ii) D(A) ⊆ D(Ac) и для x ∈ D(A) имеем

Acx = Ax+Wcx =
(
I − λĜ(λ)

)
Ax+ λ3Ĝ(λ)x;

(iii) D(A) ⊆ D(Ac) и для x ∈ D(A) и t ∈ R+

Acx =
(
I −

2

t2

∫ t

0

∫ τ

0
G(s)dsdτ

)
Ax+

+λĜ(λ)
2

t2

(
λ2

∫ t

0

∫ τ

0
C(s,A)dsdτ − (C(t, A)− I)

)
x.

Кроме того, если G(t) равномерно непрерывно по t, тогда Ac

замкнут, D(Ac) = D(A), и Ac =
(
I − λĜ(λ)

)
A + λ3Ĝ(λ) для

больших Reλ. Если Ĝ(λ) - обратим для некоторого λ, тог-
да оператор Wc замкнут, D(Wc) = D(A), и Wc = Ac − A =

λĜ(λ)(λ2I −A).

Доказательство. Пусть Ah =
2

h2

(
C(h,A) +G(h)− I

)
. В силу

(v) Предложения 2.4.1 мы имеем

2G(h)

h2
x = λ3Ĝ(λ)

2

h2

∫ h

0
S(s,A)xds− λĜ(λ)

2

h2

(
C(h,A) − I

)
x,

Ahx = 2λ
3Ĝ(λ)h−2

∫ h

0
S(s,A)xds+2(I−λĜ(λ))h−2(C(h,A)− I)x.

Из первого тождества следует, что D(A) ⊆ D(Wc) и Wcx =

λĜ(λ)(λ2I −A)x для x ∈ D(A).
Из второго тождества вытекает, что D(A) ⊆ D(Ac) и Acx =

Ax+Wcx = (I − λĜ(λ))Ax+ λ3Ĝ(λ)x для x ∈ D(A).
Доказательство (iii) подобно доказательству утверждения

(iii) Теоремы 2.2.2.
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Если ‖G(t)‖ → 0 при t → 0, тогда ‖λĜ(λ)‖ → 0 при λ →

∞ (Предложение 2.4.2 (ii)). Таким образом, оператор I − λĜ(λ)
- обратим для больших λ и мы имеем D(Ac) ⊆ D(A). Если
{xn} - последовательность в D(A) такая, что xn → x и (I −

λĜ(λ))Axn → y, тогда Axn →
(
I−λĜ(λ)

)−1
y так, что x ∈ D(A)

и Ax =
(
I − λĜ(λ)

)−1
y.

Следовательно,
(
I − λĜ(λ)

)
A замкнут и, значит, Ac тоже

замкнут. Доказательства утверждений относительно оператора
Wc следуют тем же путем, что и для Ac.

Из (2.1) следует, что, если ‖F (t)x‖ = o(t2) (t → 0+) для всех
x ∈ E, тогда F ′′(t) = 0 для всех t ∈ R+, так что F ′(·) ≡ F ′(0) =
0, и тогда F (·) ≡ F (0) = 0.

Аналогично из (2.2), условие ‖G(t)x‖ = o(t2) (t → 0+) для
всех x ∈ E влечет G(·) ≡ 0. Следовательно, скорость сходимос-
ти к 0 в случае нетривиального семейства мультипликативного
возмущения или семейства аддитивного возмущения не может
превысить O(t2) при t→ 0.

Предложение 2.4.2 ([236]). Имеют место следующие
утверждения относительно скорости сходимости к нулю:
(i) Для n = 0, 1, если ‖F (t)x‖ = o(tn) при t → 0+ для всех

x ∈ E, тогда ‖λnF̂ (λ)‖ = o(1) при λ→∞ и ‖λn+1F̂ (λ)x‖ = o(1)
при λ→∞ для всех x ∈ E;
(ii) Для n = 0, 1, если ‖G(t)x‖ = o(tn) при t → 0+ для всех

x ∈ E, тогда ‖λnĜ(λ)‖ = o(1) при λ → ∞, ‖λn+1Ĝ(λ)x‖ = o(1)
при λ→∞ для всех x ∈ E, и

‖λ3Ĝ(λ)x− (Ac −A)x‖ = o(λ−n) для всех x ∈ D(A);

(iii) Для n = 0, 1, если ‖F (t)‖ = o(tn) (соотв. ‖G(t)‖ = o(tn))

при t → 0+, тогда ‖λn+1F̂ (λ)‖ = o(1) (соотв. ‖λn+1Ĝ(λ)‖ =
o(1)) при λ→∞;

(iv) Для n = 1, 2, если ‖F (t)‖ = O(tn) (t → 0+), тогда

‖λn+1F̂ (λ)‖ = O(1) при λ→∞;

(v) Для n = 1, 2, если ‖G(t)‖ = O(tn) при t → 0+, тогда

‖λn+1Ĝ(λ)‖ = O(1) при λ→∞, и ‖λ3Ĝ(λ)x−(Ac−A)x‖ = O(λ−n)
для всех x ∈ D(A).

(vi) если ‖F (t)‖ = O(t2) при t→ 0, то

w∗-limλ→∞ λ3F̂ (λ)∗x∗ = (A∗s −A∗)x∗ для любого x∗ ∈ D(A∗).

Доказательство. Мы докажем только (ii); доказательства
утверждений (i), (iii), (iv) и (v) аналогичны. Для данного ε > 0
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выберем δ > 0 так, чтобы ‖G(t)x‖ � εtn для всех t ∈ [0, δ]. Тогда

‖λn+1Ĝ(λ)x‖ � λn+1
(∫ δ

0
+

∫ ∞
δ

)
e−λt‖G(t)x‖dt �

� ελn+1
∫ ∞
0

e−λttn dt+ λn+1
∫ ∞
δ

e−λtMeωtdt‖x‖ �

� ε/n! +M
λn+1

λ− ω
e−(λ−ω)δ‖x‖.

Отсюда следует, что ‖λn+1Ĝ(λ)x‖ = o(1) при λ → ∞ для всех
x ∈ E. В силу принципа равномерной ограниченности мы имеем
‖λnĜ(λ)‖ = o(1) при λ→∞. Из (ii) Теоремы 2.4.2 теперь имеем
‖λ3Ĝ(λ)x− (Ac −A)x‖ = o(λ−n) для всех x ∈ D(A).

Глава 3

СВЕДЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ВТОРОГО ПОРЯДКА К ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ
СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Как и для обыкновенных дифференциальных уравнений,
уравнения n-го порядка могут быть сведены к системе уравне-
ний первого порядка путем привлечения матричных операторов.
Теория матричных операторов подробно изложена в [125]. В на-
стоящей главе мы коснемся лишь вопросов сведения неполных
уравнений 2-го порядка к системе уравнений первого порядка.

§ 3.1. Теорема Кизынского

Рассмотрим в банаховом пространстве E равномерно кор-
ректную задачу Коши

u′′(t) = Au(t), t ∈ R; u(0) = u0, u′(0) = u1. (3.1)

Определим матричный оператор A :=

(
0 I
A 0

)
: E1 × E →

E1 × E, действующий на элемент (x, y) ∈ E1 × E по формуле
A(x, y) = (y,Ax) и заданный на области определения D(A) =
D(A)×E1 . Далее элемент (x, y) ∈ E1 ×E будем в вынесенных

формулах записывать как вектор
(
x
y

)
.

Теорема 3.1.1 ([178]). Пространство E1 с нормой

‖x‖E1 := ‖x‖+ sup
0�t�1

‖C ′(t, A)x‖ (3.2)
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является банаховым, а оператор A порождает C0-группу опе-
раторов

exp(tA)
(
x
y

)
:=

(
C(t, A) S(t, A)
AS(t, A) C(t, A)

)(
x
y

)
=

=

(
C(t, A)x+ S(t, A)y
AS(t, A)x+ C(t, A)y

)
, t ∈ R,

на банаховом пространстве E1 ×E.

Предложение 3.1.1 ([284]). Пусть задана C0-косинус опе-
ратор-функция C(·, A). Тогда E1 совпадает с замыканием D(A)
в норме

‖x‖∗ := ‖x‖ + sup
z>ω,n∈N

1

n!
(z − ω)n+1

∥∥∥∥∥ dn

dzn
A(z2I −A)−1x

∥∥∥∥∥. (3.3)

Предложение 3.1.2 ([178]). Резольвента оператора A име-
ет вид

(λI −A)−1 =
(

λ(λ2I −A)−1 (λ2I −A)−1

A(λ2I −A)−1 λ(λ2I −A)−1

)
при λ2 ∈ ρ(A).

(3.4)

Предложение 3.1.3 ([178]). Пусть u(·) – решение задачи

(3.1) и v(t) := u′(t), t ∈ R. Тогда вектор
(
u(·)
v(·)

)
является

решением равномерно корректной задачи Коши(
u
v

)′
(t) = A

(
u
v

)
(t), t ∈ R;

(
u
v

)
(0) =

(
u0

u1

)
, (3.5)

в банаховом пространстве E1 ×E.

Предложение 3.1.4 ([178]). Пусть некоторое банахово про-
странство Ẽ1 непрерывно и плотно вложено в банахово про-
странство E, причем D(Ã) ⊆ Ẽ1 для некоторого оператора
Ã ∈ L(E). Тогда если в пространстве Ẽ1 ×E задача Коши(

u
v

)′
(t) =

(
0 I

Ã 0

)(
u
v

)
(t) ≡ Ã

(
u
v

)
(t), t ∈ R,(

u
v

)
(0) =

(
u0

u1

)
,

(3.6)

равномерно корректная и ρ(Ã) �= ∅, то тогда следует, что
Ã ∈ C(M,ω).
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Предложение 3.1.5 ([178]). C0-полугруппа, отвечающая за-
даче (3.6) на пространстве Ẽ1 × E, в условиях Предложения
3.1.4 представима в виде

exp(tÃ) :=
(
G11(t) G12(t)
G21(t) G22(t)

)
, t ∈ R+, (3.7)

где семейство G22(·) является C0-косинус оператор-функцией
C(·, A) и совпадает с G11(·) на Ẽ1.

Предложение 3.1.6 ([178]). В условиях Предложения 3.1.4
при x ∈ E и y ∈ Ẽ1 имеют место равенства

G12(t)x = S(t, A)x и G21(t)y = C ′(t, A)y = AS(t, A)y, t ∈ R.

Предложение 3.1.7 ([178]). Пространства Ẽ1 и E1 совпа-
дают с точностью до эквивалентности норм.

§ 3.2. Условия (K) и (F)

Заметим, однако, что исследовать задачу (3.1) путем сведе-
ния к системе (3.5) весьма неудобно, т.к. пространство E1 опре-
деляется либо через C0-косинус оператор-функцию C(·, A), либо
через бесконечное число степеней резольвенты. Мы же, как пра-
вило, располагаем информацией только об операторе A. Поэто-
му представляют интерес некоторые дополнительные условия,
позволяющие сводить задачу (3.1) к системе, не используя про-
странство E1.

Предложение 3.2.1 ([271]). Пусть пространство E гиль-
бертово, оператор A самосопряженный отрицательно опреде-
ленный. Тогда A ∈ C(M,ω) и соответствующее пространство
E1 совпадает с D((−A)1/2).

Заметим, что проблема квадратного корня из оператора в
банаховом пространстве гораздо сложнее (см. [81], [211]).
Пусть равномерно корректная задача (3.1) имеет вид:

u′′(t) = B2u(t); t ∈ R, u(0) = u0, u′(0) = u1, (3.8)

где B ∈ C(E) .

Определение 3.2.1. Говорят, что решение u(·) задачи (3.8)

удовлетворяет условию (K), если u′(·) ∈ C
(
[0, T ];D(B)

)
.

Предложение 3.2.2 ([45]). Для того, чтобы задача (3.8)
имела единственное решение, удовлетворяющее условию (K),
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необходимо и достаточно, чтобы на пространстве E ×E бы-
ла равномерно корректна задача Коши(

u
v

)′
(t) =

(
0 B
B 0

)(
u
v

)
(t), t ∈ R,

(
u
v

)
(0) =

(
u0
v0

)
.

(3.9)

Аналогом условия (K), позволяющего упростить исследова-
ние задачи (3.1) с помощью C0-полугрупп, является условие (F).

Определение 3.2.2. C0-косинус оператор-функция C(·, A)
удовлетворяет условию (F), если выполнены следующие усло-
вия:
(i) существует B ∈ C(E) такой, что B2 = A и B коммути-

рует с любым оператором из B(E), коммутирующим с A;
(ii) СОФ S(t, A) отображает E в D(B) при любом t ∈ R;
(iii) функция BS(t, A)x непрерывна по t ∈ R при любом фик-

сированном x ∈ E .

Предложение 3.2.3 ([133]). При выполнении условия (F )

для каждого t ∈ R имеем BS(t, A) ∈ B(E) и D(B) ⊆ E1 .

Предложение 3.2.4 ([133]). Существуют банахово про-
странство E и C0-косинус оператор-функция C(·, A) (даже
равномерно ограниченная) такие, что условие (F ) не выполня-
ется.

Предложение 3.2.5 ([133]). Путем сдвига Ab := A−b2I при
b > ωc(A) всегда можно построить операторы Ab и Bb такие,
что B2b = Ab и Bb коммутирует с любым оператором из B(E),
коммутирующим с Ab.

Предложение 3.2.6 ([132]). Оператор Bb в Предложении
3.2.5 можно построить, например, так:

Bbx :=
−i

π

∞∫
0

λ−1/2(λI −Ab)
−1(−Abx)dλ .

Теорема 3.2.1 ([269]). Пусть A и B - операторы, удовле-
творяющие условию (i) в Определении 3.2.2, и 0 ∈ ρ(B). Сле-
дующие условия эквивалентны:
(i) C0-косинус оператор-функция C(·, A) удовлетворяет

условию (F);
(ii) оператор B порождает C0-полугруппу exp(·B) на E;

(iii) оператор
(
0 B
B 0

)
с областью определения D(A) ×

D(B) порождает C0-группу на E ×E;
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(iv) оператор A :=
(
0 I
A 0

)
с областью определения D(A)×

D(B) порождает C0-группу exp(·A) на D(B) × E, где D(B) -
банахово пространство элементов D(B), наделенное нормой
графика;
(v) имеет место вложение D(B) ⊆ E1;

(vi) D(B) = E1.

Предложение 3.2.7 ([101]). Пусть A ∈ C(M, 0) и E явдя-
ется UMD пространством. Тогда условие (F) выполняется.

Предложение 3.2.8 ([285]). Следующее условие эквивалент-
но условиям (i)-(vi) из Теоремы 3.2.1:

D(B) плотно в E и существуют константы M > 0 и ω � 0
такие, что λ2 ∈ ρ(A) для любого λ > ω , оператор-функции
λ(λ2I−A)−1 и B(λ2I−A)−1 сильно дифференцируемы бесконеч-
ное число раз при λ > ω и при любом m ∈ N0 имеют место
оценки ∥∥∥∥∥∥(λ− ω)m+1

m!

(
d

dλ

)m(
λ(λ2I −A)−1

)∥∥∥∥∥∥ �M,

∥∥∥∥∥∥(λ− ω)m+1

m!

(
d

dλ

)m(
B(λ2I −A)−1

)∥∥∥∥∥∥ �M.

Предложение 3.2.9 ([269]). В условиях Теоремы 3.2.1 при
t ∈ R имеем

(i) exp(tB) = C(t, A) +BS(t, A),

C(t, A) =
(
exp(tB) + exp(−tB)

)
/2;

(ii) exp(tA) =
(
B−1 0
0 I

)
exp

(
t

(
0 B
B 0

))(
B 0
0 I

)
;

(iii) exp(tA)
(
x
y

)
=

(
C(t, A)x+ S(t, A)y
AS(t, A)x + C(t, A)y

)
,(

x
y

)
∈ D(B)×E.

В приложениях часто возникает система специального вида{
u′(t) = −A0u(t) +Bv(t), u(0) = x,
v′(t) = Cu(t)−A1v(t), v(0) = y,

на пространстве H = H0 ×H1 с линейными операторами

A0 : D(A0) ⊆ H0 → H0, A1 : D(A1) ⊆ H1 → H1,
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B : D(B) ⊆ H1 → H0, C : D(C) ⊆ H0 → H1.

Соответствующий матричный оператор A определяется как

A =
(
−A0 B
C −A1

)
на H с

D(A) =
(
D(A0) ∩D(C)

)
×
(
D(A1) ∩D(B)

)
.

Теорема 3.2.2 ([194]). Пусть exp(t,−A0) и exp(t,−A1) –
сжимающие C0-полугруппы на H0 и H1 соответственно, а B и
C замкнуты, причем D(A0) ∩D(C) = H0 и D(A1) ∩D(B) = H1.
Пусть также Re{〈A0x, x〉+ 〈A1y, y〉 − 〈By, x〉 − 〈Cx, y〉} � 0 для
любых x ∈ D(A0) ∩D(C) и y ∈ D(A1) ∩D(B).
Тогда следующие условия эквивалентны:
(i) A порождает сжимающую C0-полугруппу на H;
(ii) для любых λ > 0 имеем

(λI +A0 −B(λI +A1)
−1C)−1 ∈ B(H0),

(λI +A1 − C(λI +A0)
−1B)−1 ∈ B(H1);

(iii) утверждения (ii) выполняются при некотором λ > 0;

(iv) для любого λ > 0 операторы −(A0 − B(λI + A1)
−1C) и

−(A1−C(λI+A0)
−1B) порождают сжимающие C0-полугруппы

на H0 и H1 сооветственно;
(v) утверждения (iv) выполняются для некоторого λ > 0.

В работе [194] также получены условия, при которых опера-
тор A порождает экспоненциально устойчивую, дифференциру-
емую, аналитическую C0-полугруппу, принадлежащую классу
Жевре с δ > 0.

Глава 4

ИНТЕРПОЛЯЦИЯ

Теория интерполяции существенно увеличивает валовый
объем результатов в теории уравнений с частными производны-
ми. Нас будут интересовать в основном два глобальных направ-
ления: приложения к неравенствам коэрцитивности, зачастую не
имеющим места в традиционных пространствах, и приложения
к оценкам скорости сходимости приближенных методов в зави-
симости от гладкости начальных данных см. [152]. Эти аспекты
будут подробно изложены в следующих обзорах.
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§ 4.1. Общие положения

Пусть X и Y – два комплексных банахова пространства, ко-
торые непрерывно вложены в отделимое топологическое вектор-
ное пространство E, т.е. X ⊂✲ E и Y ⊂✲ E. Такие банаховы про-
странства X,Y называются интерполяционной парой, что запи-
сывается как {X,Y }.

Предложение 4.1.1 ([7]). Пусть {X,Y } – интерполяцион-
ная пара. Тогда X+Y и X∩Y являются банаховыми простран-
ствами с нормами соответственно

‖x‖X∩Y = max(‖x‖X , ‖x‖Y ),

‖x‖X+Y = inf
x=x0+x1

x0∈X, x1∈Y

{‖x0‖X , ‖x1‖Y },

Очевидно, что, если Y ⊂✲ X, то X ∩ Y = Y и X + Y = X.
В такой ситуации естественно положить E = X, что обычно и
имеет место в приложениях.

Определение 4.1.1. Для всякого t ∈ R+ и интерполяцион-
ной пары {X0,X1} определим так называемый K-функционал
Петре

K(t, x;X0,X1) = inf
x=x0+x1,

x0∈X0,x1∈X1

(‖x0‖X0 + t ‖x1‖X1)

для любого x ∈ X0 +X1.

Иногда пишут просто K(t, x), когда выбор пространств
X0,X1 не вызывает сомнений.

Определение 4.1.2. Интерполяционным пространством
(X0,X1)θ,q, 0 � θ � 1, 1 � q < ∞, построенным по интерпо-
ляционной паре {X0,X1} с помощью K-метода называется про-
странство всех элементов x ∈ X0 + X1, для которых конечна
норма

‖x‖(X0,X1)θ,q =

(∫ ∞
0

(
t−θK(t, x)

)q
dt

) 1
q

.

В случае q = ∞ вместо (X0,X1)θ,∞ обычно пишут (X0,X1)θ и
определяют норму как

‖x‖θ = sup
0<t<∞

t−θK(t, x).

Интерполяционное пространство с q = ∞ представляет осо-
бый интерес при рассмотрении аппроксимаций C0-полугрупп
операторов и C0-косинус оператор функций, а также при ис-
пользовании классов Фавара.
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Кроме K-функционала возможно использовать для построе-
ния интерполяционных пространств и другие конструкции. Под-
робнее об этом см., например, [7], [70].

Определение 4.1.3. Говорят, что пространство E ∈ Kθ(X0,X1),

если оно непрерывно вложено в (X0,X1)θ, т.е. K(t, x) � ctθ‖x‖E
при любом x ∈ E .

В связи с Определением 4.1.3 для интерполяционной пары
{X0,X1} удобно положить

Jj(X0,X1) ∩Kj(X0,X1) = {Xj}, j = 0, 1.

Определение 4.1.4. Банахово пространство [X0,X1]θ, по-
строенное по комплексному интерполяционному методу, называ-
ется интерполяционным пространством, соответствующим ин-
терполяционной паре {X0,X1}.

Пусть Ω - открытое множество в Rd, m ∈ N0 и 1 � q, p �∞.
Пусть σ = m+ θ, где 0 < θ � 1.
Положим ∆yf(x) := f(x + y) − f(x), ∆2yf(x) := f(x + 2y) −

2f(x + y) + f(x) и Ωk,y := ∩k
j=0(Ω − jy) = {x : x + jy ∈ Ω при

j = 0, k}.

Определение 4.1.5. Пространство Бесова Bσ
p,q

(
Ω, E

)
опре-

деляется как пространство всех функций f из Wm
p (Ω;E), для

которых полунорма

|f |
Bσp,q

(
Ω;E

) := ∑
|α|=m

‖|y|−θ{‖∆k
y∂

α
x f(x)‖Lp(Ωk,y ;E)}‖Lq∗(Rd)

конечна соответственно для k = 1 или k = 2 при 0 < θ < 1 или
θ = 1.
Норма пространства Бесова определяется как

‖f‖
Bσp,q

(
Ω;E

) := ‖f‖
Lp
(
Ω;E

) + |f |
Bσp,q

(
Ω;E

).
Здесь Lp

∗(Ω) – это Lp(Ω)-пространство в соответствии с ме-
рой |x|−d dx, Ω ⊆ Rd.

Теорема 4.1.1 ([218]). Пусть a, b <∞ конечны. Тогда
(i) для σ, τ ∈ R, 1 � p1 � p2 �∞ в случаях σ− 1

p1
> τ− 1

p2
или

σ− 1
p1
= τ− 1

p2
и q1 � q2 имеем Bσ

p1,q1

(
(a, b), E

)
⊂✲ Bτ

p2,q2

(
(a, b), E

)
;

(ii) Bm
p,1

(
(a, b), E

)
⊂Wm

p

(
(a, b), E

)
⊆ Bm

p,∞

(
(a, b), E

)
для любо-

го m ∈ N.

В частности, Bm
∞,1

(
(a, b), E

)
⊂ Cm

(
(a, b), E

)
.
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§ 4.2. Интерполяция в теории C0-полугрупп

Напомним, что через D(Am) обозначается банахово про-
странство с элементами x ∈ D(Am), наделенное нормой

‖x‖D(Am) = ‖x‖+ ‖Amx‖.

Теорема 4.2.1 ([70]). Пусть m ∈ N, 0 < θ < 1, 1 � p < ∞ и
k, l ∈ Z с 0 � k < s = θm, l > s− k. Тогда
(i) для A ∈ G(M,ω) и 0 < δ <∞

(E,D(Am))θ,p =

{
x ∈ E : ‖x‖

(k,l,δ)
(E,D(Am))θ,p

<∞

}
,

где

‖x‖
(k,l,δ)
(E,D(Am))θ,p

= ‖x‖E +

(∫ δ

0
‖t−(s−k)(exp(tA)− I)lAkx‖pE

dt

t

) 1
p

,

и все эти нормы эквивалентны норме ‖ · ‖(E,D(Am))θ,p ;

(ii) если ω < 0, то δ = ∞ является допустимым значением
при определении нормы.

Определение 4.2.1. Оператор A ∈ C(E) называется пози-
тивным, если (−∞, 0] ⊆ ρ(A) и существует число C > 0, такое
что

‖(A− λI)−1‖ � C

1 + |λ|
при λ ∈ (−∞, 0].

Заметим, что в случае A ∈ G(M,ω) с ω < 0 оператор −A
является позитивным.

Теорема 4.2.2 ([70]). Пусть −A позитивен, m ∈ N, 0 < θ <
1, 1 � p �∞. Тогда

(E,D(Am))θ,p =

=

{
x ∈ E : ‖x‖∗ =

(∫ ∞
0
(tθm‖Am(tI +A)−mx‖E)

p dt

t

) 1
p
<∞

}
,

при этом норма ‖ · ‖∗ эквивалентна норме пространства
(E,D(Am))θ,p.

Теорема 4.2.3 ([70]). Пусть −A – позитивный оператор.
Тогда
(i) если j,m ∈ N и 1 � j � m, то

(E,D(Am))j/m,1 ⊆ D(Aj) ⊆ (E,D(Am))j/m,∞;
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(ii) если m ∈ N, 0 < θ < 1, 1 � p � ∞ и k, l ∈ Z, 0 � k < s =
mθ, l > s− k, то

(E,D(Am))θ,p =

{
x ∈ E : (

∫ ∞
0

(
ts−k‖Al(tI+A)−lAkx‖E

)p dt
t
)
1
p <∞

}
,

(iii) если A ∈ H(M,ω) с ω < 0, то

(E,D(Am))θ,p =

{
x ∈ E : ‖x‖∗∗ =

=

(∫ ∞
0

(
tm−θm‖Amexp(tA)x‖E

)p dt
t

) 1
p

<∞
}
,

где ‖ · ‖∗∗ – норма, эквивалентная норме пространства
(E,D(Am))θ,p.

Предложение 4.2.1 ([70]). Пусть A – позитивный опера-
тор, σ ∈ R+, k,m ∈ Z, k � 0, 0 < σ < m. Тогда для комплексных
чисел −k < Re z � σ − k и x ∈ (E,D(Am))σ/m,p интеграл

Az
σx =

Γ(m)

Γ(z +m)Γ(m− k − z)

∫ ∞
0

λz+k−1Am−k(A+ λI)−mxdλ

сходится, где Γ(m) :=
∫∞
0 e−mttm−1 dt – гамма-функция. Опера-

тор Az
σ замыкаем и не зависит от σ.

Определение 4.2.2. Пусть A – позитивный оператор и z ∈
C. Дробная степень Az оператора A определяется как замыка-
ние оператора Az

σ.

Теорема 4.2.4 ([44]). Пусть A – позитивный оператор.
Тогда
(i) если m ∈ N, Re α,Re β < m, то

AαAβx = AβAαx при x ∈ D(A2m);

(ii) если Reα < 0, то Aα непрерывный оператор и

A−αAα = I;

(iii) если Reα,Re β > 0, то AαAβ = Aα+β;
(iv) если m ∈ N и 0 < Re α < m, то

(E,D(Am))Re α
m

,1 ⊆ D(Aα) ⊆ (E,D(Am))Re α
m

,∞;

(v) если 0 < Re α < Re β <∞ и 1 � p �∞, 0 < θ < 1, то

(E,D(Aα))θ,p = (E,D(A
β))Reα

Re β
θ,p.
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Предложение 4.2.2 ([70]). Пусть A – позитивный опера-
тор и существуют константы ε,C такие, что Ait – равно-
мерно ограниченные вблизи нуля операторы, т.е. ‖Ait‖ � C при
−ε � t � ε. Если 0 � Reα < Reβ <∞ и 0 < θ < 1, то[

D(Aα),D(Aβ)
]
θ
= D

(
Aα(1−θ)+βθ

)
.

Предложение 4.2.3 ([95]). Пусть A ∈ G(M, 0) и 0 < α < 1.
Тогда для x ∈ E следующие условия эквивалентны:
(i) x ∈ D((−A)α);
(ii) s- limε→0

1
Γ(−α)

∫∞
ε t−α−1(exp(tA)− I)xdt существует.

Предложение 4.2.4 ([95]). Пусть τ > 0, A ∈ G(M, 0) и
Uβ(τ)x :=

∫ τ
0 (τ − s)β−1 exp(sA)xds при 0 < α < β � 1, x ∈ E.

Тогда Uβ(τ)x ∈ D((−A)α).

Предложение 4.2.5 ([95]). Пусть A ∈ G(M, 0) – нормаль-
ный оператор в гильбертовом пространстве E = H. Тог-
да для оператор-функции Cα

t [exp(·A)] при 0 < α < 1 имеем
Cα
t [exp(·A)]E ⊆ D((−A)α)) и и оператор (−A)αCα

t [exp(·A)] силь-
но непрерывен.

Теорема 4.2.5 (теорема о реитерации, [70]). Пусть A – по-
зитивный оператор, удовлетворяющий условиям Предложения
4.2.2, и Re α > 0. Тогда при 1 � p < ∞, 0 < θ0 < θ1 < 1 и
0 < λ < 1[

(E,D(Aα)θ0,p, (E,D(A
α)θ1,p

]
λ
=

(
E,D(Aα

)
(1−λ)θ0+λθ1,p

.

Как отмечалось, если A ∈ H(ω, β) с ω � 0, то оператор
−A позитивен. В то же время конструкция дробных степеней
в этом случае облегчается. Расположение спектра оператора
A ∈ H(ω, β) таково:

Рис. 1
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и ‖(λI − A)−1‖ � M
|λ−ω| при λ ∈ Γ. Предположим, что ω = 0.

Тогда можно положить

(−A)−α =
1

2πi

∫
Γ
λ−α(λI +A)−1 dλ, 0 < α <∞,

где контур Γ в интеграле проходится снизу вверх - см. Рис.1.
Операторы (−A)−α ограничены, и при целых α = m ∈ N име-

ем (−A)α = (−A)−n. Кроме того, операторы (−A)−α(−A)−β =

(−A)−(α+β) образуют полугруппу, ‖(−A)−α‖ � const, 0 �
Re α � 1, и эта полугруппа сильно непрерывна в нуле, т.е.
(−A)−αx → x при α → 0 для любого x ∈ E. Комплексные сте-
пени определяют по формуле

(−A)z =
1

2πi

∫
Γ
λ−z(λI +A)−1 dλ, Re z < 0. (4.1)

Предложение 4.2.6 ([70]). Пусть A ∈ H(ω, β). Тогда
{(−A)z}Re z�0 являются C0-полугруппой, аналитической в от-
крытой левой полуплоскости. Операторы (−A)α, 0 < α <
∞, как обратные к ограниченным, замкнуты и, кроме того,
D((−A)α) = E.

Предложение 4.2.7 ([45], неравенство моментов). Пусть A
- позитивен. Тогда для любых α < β < γ имеем

‖Aβx‖ � C(α, β, γ)‖Aγx‖
β−α
γ−α · ‖Aαx‖

γ−β
γ−α при x ∈ D(Aγ).

В [87], [210] дробные степени позитивного оператора A опре-
делены следующим образом:

если A ограничен, то Aα := sin(απ)
π

∫∞
0 µα−1(µI +

A)−1xdµ, 0 < Reα < 1;

если A не ограничен и 0 ∈ ρ(A), то Aα := [(A−1)α]−1;
если A не ограничен и 0 ∈ σ(A), то Aαx := limε→0+(A+εI)

αx
на тех x, на которых предел существует.
При таком определении легко видеть, что A1 = A и прием-

лемым оказывается случай D(A) �= E и 0 ∈ σ(A). Как пока-
зано в [210], нетрудно установить равенства AαAβ = AβAα =

Aα+β, (Aα)β = Aαβ и интегральные представления для вы-
ражения Aαx −

∑n
p=0C

α
p (−1)

pεp(A + εI)α−px, где Cα
p – бино-

миальные коэффициенты. Кроме того, приведен пример, когда
D(As+it1) \ D(As+it2) �= ∅ при любом s > 0 и t1 �= t2.

Предложение 4.2.8 ([250]). Для A ∈ G(M, 0) имеют место

56



неравенства Ландау

‖A2x‖3 � 3‖x‖‖A3x‖2, ‖A2x‖3 � 72
25
‖x‖‖A3x‖2,

‖Ax‖3 � 81
40
‖x‖2‖A3x‖, ‖A3x‖4 � C‖x‖‖A4x‖3,

‖A2x‖4 � C‖x‖2‖A4x‖2, ‖Ax‖4 � C‖x‖3‖A4x‖.

Теорема 4.2.6 ([45]). Пусть A позитивен. Тогда операто-
ры −Aα при α � 12 порождают аналитические C0-полугруппы.

Теорема 4.2.7 ([45]). Пусть A ∈ H(ω, β) с β < 0. Тогда
оператор −(−A)α при любом 0 � α � 1 является производящим
оператором аналитической C0-полугруппы.

Теорема 4.2.8 ([123]). Пусть α > 0 и A ∈ H(ω, π/2), причем

‖ exp(zA)‖ �M

(
|z|

Rez

)α

для Rez > 0.

Тогда оператор −(−A)1/2 порождает аналитическую C0-
полугруппу, аналитичную в правой полуплоскости и

‖ exp(−z(−A)1/2)‖ �M ′
(
|z|

Rez

)α+ 1
2

при Rez > 0.

Кроме того, A порождает β-раз проинтегрированную косинус
оператор-функцию для β > α+ 12 .

Предложение 4.2.9 ([63]). Пусть A ∈ G(M, 0). Тогда
−(−A)1/2 порождает аналитическую C0-полугруппу и при t > 0
имеют место представления:

exp(−t(−A)1/2) =
t

2
√
π

∫ ∞
0

e−
t2

4s exp(sA)
ds

s3/2
,

exp(−t(−A)1/2) =
t1/2

2
√
π

∫ ∞
0

e−
t
4s exp(tsA)

ds

s3/2
,

exp(−t(−A)1/2) =
t1/2

2
√
π

∫ ∞
0

e−
ts
4 exp(tA/s)

ds

s1/2
.

Мнимые степени оператора −A ∈ H(ω, β) со свойством 0 ∈
ρ(A) можно определить, например, и так (см. [187])

(A)is = gs(A)(A+ I)2A−1, (4.2)

где gs(λ) = λis λ
(1+λ)2 , а gs(A) =

1
2πi

∫
Γ gs(λ)(λI −A)−1 dλ.
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§ 4.3. Интерполяция в теории C0-косинус
оператор-функций

Как известно, оператор A ∈ C(M, 0) порождает также и ана-
литическую C0-полугруппу, поэтому, следуя предыдущему раз-
делу, можно определить его дробные степени Az. Тем не менее,
мы приведем некоторые конкретные соотношения, учитываю-
щие специфику C0-косинус оператор-функций.
Итак, в силу (2.12) можно следовать предыдущему разделу,

и выражая резольвенту через C0-косинус оператор-функцию -
см. (2.32), при b > ωc(A) получаем (см. [129])

(b2I −A)−αx =

=
23/2−αb1/2−α
√
πΓ(α)

∫ ∞
0

sα−1/2Kα−1/2(bs)C(s,A)xds (4.3)

для α > 0, где Kν – функция Макдональдса, представимая через
функцию Бесселя I(t) следующим образом:

Kν(t) =
π

2

I−ν(t)− Iν(t)

sin(πν)
при ν �= ±π,±2π, ....

Пусть A ∈ C(M, 0). Тогда для k ∈ N и k − 1 < α < k имеем
полезное в теории интерполяции равенство

(−A)αx =
1

Cα,k

∫ ∞
0

t−2α(C(t, A)− I)kx
dt

t
, x ∈ D(Ak),

где Cα,k =
∫∞
0 t−2α(cos(t)− 1)k dt

t .

Предложение 4.3.1 ([165]). Пусть r ∈ N, A ∈ C(M, 0) и 0 <
α < r. Элемент x ∈ D((−A)α) тогда и только тогда, когда
существует предел

s-limε→0+
1

Cα,r

∫ ∞
ε

t−2α(C(t, A)− I)rx
dt

t
,

в этом случае этот предел есть −(−A)αx.

Предложение 4.3.2 ([165]). Пусть r ∈ N, A ∈ C(M, 0) и 0 <
α < r. Элемент x∗ ∈ D((−A)∗) принадлежит x∗ ∈ D((−A)�)α)
тогда и только тогда, когда x∗ ∈ E� и существует предел

w∗-limε→0+
1

Cα,r

∫ ∞
ε

t−2α(C(t, A�)− I)rx∗
dt

t
,

в этом случае этот предел есть −(−A�)αx∗.

Фатторини в [129] исследовал соотношение областей опреде-
ления дробных степеней операторов с множеством элементов,
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на которых C0-полугруппы имеют дробные прозводные. На-
помнм, что C0-полугруппа операторов имеет непрерывную дроб-
ную прозводную порядка α � 0 при t � 0 тогда только тогда,
когда существует β > ω(A) и функция fβ(·), непрерывная с ин-
тегрируемой по s � 0 функцией sα‖fβ(s)‖, причем

e−βt exp(tA)x =
eiπα

Γ(α)

∫ ∞
t
(s− t)α−1fβ(s) ds, t � 0. (4.4)

Обозначим через Eα,β множество элементов x ∈ E, удовлетво-
ряющих (4.4), а через Fα := D((bI −A)α) при b � ω(A).

Предложение 4.3.3 ([129]). Пусть α � 0 и A ∈ G(M,ω).
Тогда Eα,β = Eα, β > ω.

Для C0-групп операторов ситуация предыдущего Предложе-
ния дополняется еще одним равенством: E−α,β = F−α , β > ω, где

F−α = D((bI +A)α), а E−α,β соответствует exp(·, A).

Предложение 4.3.4 ([129]). Пусть τ � 0, x ∈ E и 0 < α <

β � 1. Тогда
∫ τ
0 (τ − s)2β−1C(s,A)xds ∈ D((−A)α).

Положить в последнем предложении α = β = 1/2 нельзя, как
показал Фатторини. Это породило появление условия (F) - см.
стр. 48.
Определим для косинус оператор-функции C(·, A) модуль не-

прерывности

ωr(t
r, x) := sup

|s|�t
‖(C(s,A)− I)rx‖E , x ∈ E,

где r ∈ N. Положим также K(t, x;E,U) = infg∈U{‖x−g‖E+t|g|U}.

Предложение 4.3.5 ([165]). Пусть r ∈ N и 0 < t � δ < ∞.
Тогда существуют константы C1, C2 > 0 такие, что

C1K(t
2r, x;E,D(Ar)) � ωr(t

r, x) +

+min(1, t2r)‖x‖E � C2K(t
2r, x;E,D(Ar)),

где K – функцонал Петре.

Как и для полугрупп операторов определим (E,D(A))θ,q как
пространство с нормой

‖x‖(E,D(A))θ,q :=

(∫ ∞
0
(t−θK(tr, x)q dt

)1/q
.

Для случая q =∞ норма задается как

‖x‖(E,D(A))θ,∞ = ‖x‖E + sup
t∈R+

(t−2αω1(t, x)).
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Теорема 4.3.1 ([165]). Пусть 0 < α < r, r ∈ N, 1 � q < ∞
(или соответственно 0 � α � r, q = ∞). Тогда промежуточ-
ные пространства (E,D(Ar))θ,q с θ = α/r и 0 < δ < ∞ имеют
следующие эквивалентные нормы

(i)
(∫ δ
0 t
−α/rK(t, x;E;D(Ar))q dt

t

)1/q
;

(ii) ‖x‖E +
(∫ δ
0 (t
−2αωr(t

r, x))q dt
t

)1/q
;

(iii) ‖x‖E +
(∫ δ
0 (t
−2α‖(C(t, A)− I)rx‖)q dt

t

)1/q
.

Если A ∈ C(M, 0), то в предыдущей Теореме можно поло-
жить δ =∞.

Следствие 4.3.1 ([165]). В условях предыдущей Теоремы
имеем
(i) C(t, A)(E,D(Ar))θ,q ⊆ (E,D(Ar))θ,q, t ∈ R+, 0 < α < r,

1 � q <∞ (или 0 � α � r, q =∞);
(ii) S(t, A)(E,D(Ar))α

r
,q ⊆ (E,D(Ar))α+1/2

r
,q
, t ∈ R+, 0 <

α < r − 1/2, 1 � q <∞ (или 0 � α � r − 1/2, q =∞);

Предложение 4.3.6 ([165]). Пусть A ∈ C(M, 0). Тогда
(i) (E,D(Ar))α

r
,1 ⊆ D((−A)α) ⊆ (E,D(Ar))α

r
,∞, если r ∈

N, 0 < α < r;

(ii) (E,D(Aβ))θ,q) ⊆ (E,D(Ar))α
r
,q, если r ∈ N, 0 < α < β �

r, 1 � q �∞, θ = α/r, поскольку класс Фавара (E,D((−A)α))1,∞
состоит из элементов с нормой

‖x‖+ sup
ε>0

‖
1

Cα,r

∫ ∞
ε

t−2α(C(t, A)− I)r
dt

t
‖E .

В частности, D((−A)β) плотно в (E,D(Ar))α
r
,q при 0 < α <

β � r, 1 � q <∞.

Пусть (E,D(Ar))oα
r
,q обозначает замыкание D(Ar) в

(E,D(Ar))α
r
,q.

Следствие 4.3.2 ([165]). Элемент x ∈ (E,D(Ar))oα
r
,q, 0 �

α � r, r ∈ N, тогда только тогда, когда limt→0+ ‖(C(t, A) −
I)x‖(E,D(Ar))α

r ,q
= 0.

Предложение 4.3.7. Пусть A ∈ C(M, 0). Тогда
(i) если x ∈ (E,D(Ar))α

r
,q с 0 < α < r, 1 � q < ∞ (или

0 � α � r, q =∞), r ∈ N, то

‖(C(t, A) − I)rx‖E = O(t2α), t→ 0 + . (4.5)

60



Обратно, если ( 4.5) выполняется, то x ∈ (E,D(Ar))α
r
,∞;

(ii) при 0 < α < r, r ∈ N, элемент x ∈ (E,D(Ar))oα
r
,∞ тогда и

только тогда, когда

‖(C(t, A) − I)rx‖E = o(t2α), t→ 0 + . (4.6)

В [129] установлено, что для A ∈ C(M, 0) из x ∈ D(A1/2)

следует sin(
√
At)x ∈ D(Aγ), 0 < γ < 1/2, и

‖Aγ sin(
√
At)x‖ � ct1−2γ‖

√
Ax‖.

Предложение 4.3.8. Пусть A ∈ C(M, 0) и E рефлексивно.
Тогда

S(t, A)(E,D(A))1/2,∞ ⊆ D(A), t ∈ R+.

Обозначим, как и в предыдущем разделе, E−α,β, E
+
α,β подпро-

странства, связанные с C(·, A) как для C0 групп ранее, т.е. про-
странства дробных прозводных.

Предложение 4.3.9 ([129]). Пусть α � 0, α �= k + 1/2, k ∈
N0. Тогда

E−2α,β, E
+
2α,β ⊆ D((bI −A)α), β, b > ωc(A). (4.7)

В случае α = k + 1/2, k ∈ N0, включение (4.7) может нару-
шаться.
Как уже отмечалось, проблема квадратного корня из опера-

тора восходит к Т. Като [212].

Теорема 4.3.2 ([129]). Пусть E = Lp(X,Σ, µ) с 1 < p <

∞, A ∈ C(M,ω) и u0 ∈ D((bI − A)α), u1 ∈ D((bI − A)γ),
γ = max{α− 1/2, 0}. Тогда для решения задачи (3.1) имеем
(i) если 0 � α � 1, то ‖u(t) − u(0)‖ = O(t2α), t→ 0+ ;
(ii) если 1/2 � α � 1, то u(·) непрерывно дифференцируема

и ‖u′(t)− u′(0)‖ = O(t2α−1), t→ 0+ ;

Для получения утверждения Теоремы в общем банаховом
пространстве E нужна дополнительная гладкость, т.е. u0 ∈
D((bI − A)α+δ), u1 ∈ D((bI − A)γ), γ = max{α + δ − 1/2, 0} при
каком-нибудь δ > 0.

Определение 4.3.1. Для оператора A ∈ C(E) положим

D̃(A)
E
:= {x ∈ E : ∃ {xn} ⊆ D(A) такая, что

‖xn‖D(A) �M и lim
n→∞

‖xn − x‖E = 0}.

61



В теории полугрупп операторов D̃(A)
E
есть класс Фавара

(класс насыщения).

Предложение 4.3.10. Пусть A ∈ C(E). Тогда при t→ 0+

K(t, x;E,D(A)) =

{
O(t) при x ∈ D̃(A)

E
,

o(t) при x ∈ N (A).

Кроме того, если E рефлексивно, то D(A) = D̃(A)
E
.

Положим Cβ
t [C(·, A)] =

β
tβ

∫ t
0(t− s)β−1C(s,A) ds.

Предложение 4.3.11. Пусть A ∈ C(M,ω). Тогда для 0 <
α � 2 следующие условия эквивалентны:
(i) ‖Cα

t [C(·, A)]x − x‖E = O(tα), t→ 0;
(ii) K(tα, x,E;D(A)) = O(tα), t→ 0.
Кроме того, условие x ∈ N (A) эквивалентно тому, что

‖Cα
t [C(·, A)]x − x‖E = o(t2), t→ 0.

В обозначениях u′′ = (A− c2I)u(t) = B2u(t), u(0) = x, u′(0) =
y при c = 0 имеем следующее утверждения.

Теорема 4.3.3 ([119]). Пусть x ∈ E таков, что ‖C(t, A)x−
x‖ = o(t2) при t → 0. Тогда x ∈ D(B2) и B2x = 0. Насыщение
‖C(t, A)x − x‖ = O(t2), t → 0+, имеет место тогда и только

тогда, когда x ∈ D̃(B2)
E

. Если E рефлексивно, то D̃(B2)
E

=

D(B2).

Обозначим V (t)x = 1
t

∫ t
0 C(s,A)xds.

Теорема 4.3.4 ([119]). Пусть x ∈ E таков, что ‖V (t)x −
x‖ = o(t2), t → 0+. Тогда x ∈ D(B2) и B2x = 0. Насыщение
‖V (t)x − x‖ = O(t2), t → 0+, имеет место тогда и только

тогда, когда x ∈ D̃(B2)
E

.

Если c �= 0, то в теоремах о насыщении будет фигурировать
оператор B2 + c2I. Например,

Теорема 4.3.5 ([119]). Пусть x и y таковы, что ‖t−1(u(t)−
x)−y‖ = o(t2), t→ 0. Тогда x ∈ D(B2), y ∈ D(B2), (B2+c2I)x =
(B2 + c2I)y = 0 и u(t) = x + ty. Кроме того, ‖t−1(u(t) − x) −
y‖ = O(t2), t → 0 тогда и только тогда, когда x ∈ D(B2),

(B2 + c2I)x = 0 и y ∈ D̃(B2)
E

.
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Предложение 4.3.12 ([249]). Для A ∈ C(M, 0) имеют мес-
то неравенства Ландау

‖A2x‖4 � 1024
315

‖x‖3‖A4x‖, ‖A2x‖4 � 400
49

‖x‖2‖A4x‖2,

‖A3x‖4 � 2880
343

‖x‖‖A4x‖3.

Глава 5

СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА C0-КОСИНУС
ОПЕРАТОР-ФУНКЦИЙ

Так же, как и для C0-полугрупп, необходимые и достаточные
условия того, что A порождает C0-косинус оператор-функцию,
формулируются в терминах условий на расположение спектра и
оценок на резольвенту- см. [15]. Для узкого класса C0-косинус
оператор-функций в гильбертовом пространстве эти условия су-
щественно опираются на расположение спектра – см. [209].

§ 5.1. Расположение спектра

Предложение 5.1.1 ([220]). Пусть задана C0-косинус оператор-
функция C(·, A). Тогда

(i) ch

(
t
√
σ(A)

)
⊆ σ

(
C(t, A)

)
, t ∈ R;

(ii) ch

(
t
√
Pσ(A)

)
= Pσ

(
C(t, A)

)
, t ∈ R;

(iii) ch

(
t
√
Rσ(A)

)
⊆ Rσ(C(t, A)), t ∈ R.

Предложение 5.1.2 ([3], [221]). Если µ ∈ Rσ(C(t, A)) и
{λn}n∈N - множество корней уравнения µ = eλnt, то λn0 ∈
Rσ(A) при некотором n0 ∈ N и λ2n �∈ Pσ(A) ни при каком n ∈ N
и µ ∈ Pσ(C(t, A)∗).

Предложение 5.1.3 ([3], [220]). Если µ ∈ Cσ(C(t, A)) и λn
из Предложения 5.1.2, то λ2n ∈ Cσ(A)∪ρ(A). Возможен случай,
когда λ2n ∈ ρ(A) при всех n ∈ N.
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Предложение 5.1.4 ([137], [180]). Если E = H- гильберто-
во и A ∈ C(M, 0) или C(·, A) - семейство нормальных операто-
ров, то

σ(C(t, A)) = ch

(
t
√
σ(A)

)
, t ∈ R.

Предложение 5.1.5 ([102]). Пусть C0-косинус оператор-
функция C(·, A) удовлетворяет условию (F) и E = H - гиль-
бертово. Тогда µ ∈ ρ(C(t, A)) тогда и только тогда, когда
{z2 : ch(zt) = µ} ⊆ ρ(A) и sup{‖zR(z2, A)‖ : ch(zt) = µ} <∞.

Предложение 5.1.6 ([205]). Пусть A ∈ C(M, 0). Тогда
(i) σ(A) ⊂ R− ;
(ii) если E �= {0}, то σ(A) �= ∅ ;
(iii) спектр σ(A) ограничен тогда и только тогда, когда

A ∈ B(E) .

Банахово пространство E называется наследственно нераз-
ложимым (кратко H.I. пространством) если как только X1 и
X2 — замкнутые бесконечномерные подпространства E и δ > 0,
то существуют единичные векторы x1 ∈ X1, x2 ∈ X2 такие, что
‖x1 − x2‖ < δ. По другому это свойство можно переформули-
ровать так [145]: для любых двух бесконечномерных подпро-
странств X1,X2 ⊂ E таких что X1 ∩ X2 = {0} следует неза-
мкнутость X1 +X2.

Предложение 5.1.7 ([245]). Пусть E является H.I. про-
странством и A ∈ C(M,ω). Тогда σ(A) — либо конечное мно-
жество (возможно пустое) в C либо состоит из последова-
тельности {µn}∞n=1 , которая либо сходится к некоторой точ-
ке C, либо удовлетворяет условию limn→∞Reµn = −∞.

Предложение 5.1.8 ([245]). Пусть E является H.I. про-
странством и C(·, A) не квазианалитичное C0-косинус семей-
ство операторов. Тогда σ(A) ∩ C �= ∅.

Предложение 5.1.9. Пусть A ∈ GR(M,ω). Тогда
(i) спектр A лежит в полосе −ω < Re z < ω (см. рис.2);
(ii) оператор A2 порождает C0-косинус оператор-функцию

по формуле C(t, A2) = 1
2

(
exp(tA) + exp(−tA)

)
, t ∈ R.

Предложение 5.1.10 ([13]). Для A ∈ C(M,ω) и соответ-

ствующего матричного оператора A =

(
0 I
A 0

)
, возникаю-

щего при сведении задачи Коши (3.1) к системе (3.5), справед-
ливо соотношение

{λ2 : λ ∈ σ(A)} = σ(A).
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Рис. 2

Предложение 5.1.11 ([220]). Пусть A ∈ C(M,ω). Тогда
спектр σ(A) лежит в некоторой параболе, направленной вет-
вями влево - см. Рис.3.

Рис. 3

Предложение 5.1.12 ([3]). Существуют C0-косинус опера-
тор-функция C(·, A) и банахово пространство E, такие, что
множества r1 := {t : 0 ∈ ρ(C(t, A))}, r2 := {t : 0 ∈ Pσ(C(t, A))},
r3 := {t : 0 ∈ Cσ(C(t, A))}, плотны в R, причем R = r1 ∪ r2 ∪ r3.

Предложение 5.1.13 ([83]). Для C0-косинус оператор-фун-
кции

C(t, A) =
∞∑
k=0

t2k

(2k)!
Ak, A ∈ B,

заданной в банаховой алгебре B с единицей, имеем
(i) 0 � ωc(A) <∞;
(ii) λR(λ2, A) =

∫∞
0 e−λtC(t, A) dt при Reλ > ωc(A);

(iii) R(λ2, A) =
∫∞
0 e−λtS(t, A) dt при Reλ > ωc(A);
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(iv) C(t, A) = 1
2πi

∫
γ e

λtλ(λ2I −A)−1 dλ, t ∈ R;

(v) S(t, A) = 1
2πi

∫
γ e

λt(λ2I −A)−1 dλ, t ∈ R,

где γ- некоторый контур, охватывающий спектр оператора
A ∈ B .

Предложение 5.1.14 ([83]). В условиях Предложения 5.1.13
имеем

ωc(A)
2 = sup

λ∈σ(A)
(|λ| +Reλ)/2.

Теорема 5.1.1 ([103]). Пусть A ∈ C(M,ω). Следующие
условия эквивалентны:
(i) 1 ∈ ρ(C(2π,A));

(ii) −N20 ⊆ ρ(A) и последовательности

RN =
1

N
ΣN−1
n=0 Σ

n
k=−n(−k

2I −A)−1

и

SN =
1

N
ΣN−1
n=0 Σ

n
k=−nA(−k

2I −A)−1

ограничены в B(E);

(iii) −N20 ⊆ ρ(A) и существуют пределы

Rx := s- lim
N→∞

RNx и Sx := s- lim
N→∞

SNx (5.1)

при всех x ∈ E.

Теорема 5.1.2 ([103]). Пусть A ∈ C(M,ω). В гильбертовом
пространстве E = H следующие условия эквивалентны:
(i) 1 ∈ ρ(C(2π;A)) ;

(ii) −N20 ⊆ ρ(A) и supk∈Z ‖k(−k
2I −A)−1‖ <∞.

Глава 6

РАВНОМЕРНО ОГРАНИЧЕННЫЕ C0-КОСИНУС
ОПЕРАТОР-ФУНКЦИИ

В данной главе собраны утверждения, которые так или ина-
че связаны с ограниченностью косинус оператор-функций, хо-
тя иногда рассмотриваются полиномиально, а иногда и экс-
поненциально растущих косинус оператор-функции. Дело здесь
в том, что асимптотическое поведение разрешающих семейств
для уравнений второго порядка отличается от асимптотическо-
го поведения полугрупп операторов и представление C(t, A) =
1

2

(
exp(t

√
A) + exp(−t

√
A)

)
не всегда имеет место.
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§ 6.1. Поведение C0-косинус оператор-функций на
бесконечности

Как уже отмечалось, ограниченность C0-косинус оператор-
функций свойство, не приобретаемое, вообще говоря, сдвигом
генератора Ab = A+ bI.

Предложение 6.1.1 ([142]). Существуют такие операто-
ры A ∈ C(M,ω), что при любом числе b ∈ R оператор A+ b · I
не порождает равномерно ограниченную C0-косинус оператор-
функцию.

Уравнению косинуса (i) со стр. 29 соответствует как экс-
поненциально растущий гиперболический косинус ch(t), так и
ограниченная обычная функция cos(t). В общем случае для C0-
косинус оператор-функции возможен и полиномиальный рост по
t. Так, например,

Пример 6.1.1 ([206]). Пусть E = R2. Тогда C(t) =(
1 0
t2

2 1

)
, t ∈ R, – есть C0-косинус оператор-функция в E (т.е.

выполнено (i) со стр. 29). Если на E задана эвклидова норма,
то

‖C(t)‖ =

√
1 +

t2

2
+
t4

4
, t ∈ R.

В условиях предыдущего примера для любого ω > 0 найдет-
ся Mω � 1 такое, что ‖C(t)‖ � Mω ch(ωt), t ∈ R, но C(·) не
ограничена на R.
Заметим попутно, что Пример 6.1.1 описывает как раз тот

случай, когда возникает вопрос о представимости C(·) в виде
полусуммы двух экспоненциальных функций [106].

Пример 6.1.2 ([116]). Пусть A - оператор в пространстве
C1([a, b]), определенный формулой

(Af)(s) := sf(s), s ∈ [a, b].

Тогда A является генератором C0-семейства косинус-оператор
функции (C(t, A)f)(s) = h(s, t)f(s), s ∈ [a, b], t ∈ R, где h(s, t) =
cos(t

√
−s), s ∈ [a, b], t ∈ R. Норма этой C0-косинус оператор

функции равна

‖C(t, A)‖ = max
{
sup
s∈[a,b]

|h(s, t)|, sup
s∈[a,b]

∣∣∣∣ ddsh(s, t)
∣∣∣∣ }

и допускает оценку

‖C(tn, A)‖ � c(1 + |tn|)

с некоторыми {tn}, limn→∞ tn =∞, и константой c > 0.
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Таким образом, спектр оператора A совпадает с отрезком
[a, b], и для любых a, b < 0 норма ‖C(t, A)‖ не ограничена на R.

Пример 6.1.3 ([116]). Пусть A - оператор в пространстве
L1(R), определенный формулой

(Af)(s) :=

(
d

ds

)2
f(s), s ∈ R.

Тогда A является производящим оператором C0-косинус-опера-
тор функции

(C(t, A)f)(s) =
1

2

(
f(t+ s) + f(t− s)

)
, s, t ∈ R.

При этом C0-полугруппа, порожденная оператором A, допускает
оценку

‖ exp(zA)‖ �
(

|z|

Re(z)

) 1
2

при любом z с Re z � 0.

Пример 6.1.4 ([116]). Пусть A - оператор в пространстве
Lp(Rd), определенный формулой

(Af)(s) := ∆f(s), s ∈ Rd, d ∈ N.

Тогда A, вообще говоря, является генератором C0-косинус-
оператор функции C(·, A) только в случае p = 2. При этом C0-
полугруппа, порожденная оператором A, допускает оценку

‖ exp(zA)‖ �
(

|z|

Re(z)

)d| 1
p
− 1
2
|

при любом z с Re z � 0.

Теорема 6.1.1 ([116]). Имеет место следующая имплика-
ция условий: (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii).
(i) функция C(·, A)x имеет экспоненциальный тип меньший

или равный ω при всех x ∈ E;
(ii) {z2 : Rez > ω} ⊆ ρ(A) и при любом γ > ω существует

константа M =M(γ) такая, что

‖z(z2I −A)−1‖ �M как только Rez > γ;

(iii) Функция C(·, A)x имеет экспоненциальный тип, не пре-
восходящий ω при всех x ∈ D(A).

Теорема 6.1.2 ([116]). Имеет место следующая имплика-
ция условий: (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii).
(i) C0-косинус оператор функция C(·, A) ограничена;
(ii) Существует такая константа M1, что

‖ exp(zA)‖ �M1

(
|z|

Re(z)

) 1
2

, при любом z с Re z � 0;
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(iii) Существует такая константа M2, что

‖C(t, A)x‖ �M2(‖x‖ + t2‖Ax‖), t ∈ R, x ∈ D(A).

Попытка дать необходимые и достаточные условия равномер-
ной ограниченности C0-косинус оператор-функций была сделана
в [105], но доказательство, как показал Bojadzhiev K., содержит
ошибочные рассуждения.

§ 6.2. Равномерно ограниченные C0-косинус
оператор-функции

Определим для всех x ∈ E и a ∈ R+ оператор

Fax :=
2

π

∞∫
0

(
sin(at)

t

)2
C(2t, A)xdt,

который, очевидно, является ограниченным при A ∈ C(M, 0).

Предложение 6.2.1 ([242]). Пусть 0 � a � b. Тогда

FaFbx = FbFax = 2

a∫
0

Fuxdu+ (b− a)Fax, x ∈ E.

Предложение 6.2.2 ([242]). Пусть при некоторых 0 � a �

b выполняется равенство 2
b∫
a
Ftxdt = (b− a)(Fax+Fbx) при лю-

бых x ∈ E. Тогда открытый интервал (−b2,−a2) ⊆ ρ(A).

Предложение 6.2.3 ([242]). Для оператора Fa при a ∈ R+
выполняются равенства

F k
a = (k − 1)k

a∫
0

(a− t)k−2Ftdt, k = 2, 3, ...,

exp(itFa) = I + itFa − t2
a∫
0

eit(a−s)Fs ds.

Пусть C0-косинус оператор-функция C(·, A) такова, что опе-
ратор

Eax := s- lim
α→0+

Ea,αx :=

:= s- lim
α→0+

α+ia∫
α+i0

(
λ(λ2I −A)−1 + λR(λ

2
I −A)−1

)
xdλ (6.1)
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(где λ = α+ iτ) линеен и непрерывен при всех a ∈ R+.

Предложение 6.2.4 ([242]). Имеются примеры равномерно
ограниченных C0-косинус оператор-функций, для которых се-
мейство {Ea} из (6.1) не определено.

Предложение 6.2.5 ([242]). Пусть для C0-косинус оператор-
функции C(·, A) определено семейство (6.1) и Ea = Eb при не-
которых 0 < a < b. Тогда

(−b2,−a2) ∩
(
Rσ(A) ∪ Pσ(A)

)
= ∅.

Предложение 6.2.6 ([242]). Пусть функция Ea,αx ограни-
чена при a ∈ [0, a] и α ∈ [0, α] с любыми a, α � 0, α �= 0.
Тогда при всех x ∈ E и a ∈ [0, a] существует Eax, оператор
Ea ограничен и при всех 0 � a � b выполняется соотношение
EaEb = EbEa = πiEa , причем при почти всех a ∈ R+ имеет

место равенство Eax =
2
π

∞∫
0

sin(at)
t C(t, A)xdt в случае сходимос-

ти интеграла.

Обозначим далее для 0 � a � b интервал ∆ := (−b2,−a2) и
E∆ := Eb −Ea.

Предложение 6.2.7 ([242]). В условиях Предложения 6.2.6
для любых двух интервалов ∆1 и ∆2 имеем

E∆1E∆2 = E∆2E∆1 = E∆1∩∆2 .

Предложение 6.2.8 ([242]). Пусть ‖Eψ,ϕx‖ � const при лю-
бых ψ ∈ R+ и ϕ ∈ R+, причем Ea = Eb при некоторых 0 � a � b.
Тогда (−b2,−a2) ⊆ ρ(A).

Предложение 6.2.9 ([242]). Пусть в условиях Предложе-
ния 6.2.6 функция Eax при любом x ∈ E непрерывна в точке
a0 ∈ R+. Тогда −a20 /∈ Rσ(A).

Предложение 6.2.10 ([242]). Пусть пространство E - ре-
флексивно и сильно выпукло с дифференцируемой по Гато нор-
мой, A ∈ C(M, 0), а оператор C(t, A) при любом t ∈ R имеет
вещественный спектр. Тогда Rσ(A) = ∅ .

Предложение 6.2.11 ([12]). Пусть A ∈ C(1, 0) и A - опера-
тор из Теоремы 3.2.1. Тогда при t ∈ [ln 2,∞)

‖C ′(t, A)‖B(E1 ,E) � t · ln 2, ‖S(t, A)‖B(E,E1) � t+ 1,

и резольвента (λI −A)−1 удовлетворяет оценке

‖R(λ;A)‖ � (Reλ− ln 2)−1 при Reλ > ln 2.
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Предложение 6.2.12 ([4], [5]). Пусть 0 �∈ σ(A) и A ∈
C(M, 0). Тогда

sup
t∈R

‖S(t, A)‖ � π

2
dist

(
0,
√
σ(A)

)
sup
t∈R

‖C(t, A)‖.

Предложение 6.2.13 ([4], [5]). Для того, чтобы при A ∈
C(M, 0) множество {x ∈ E : supt∈R+ ‖S(t, A)x‖ < ∞} было

плотно в E, необходимо и достаточно выполнения oдного из
условий:
(i) s- limn→∞ εnR(εn, A)x = 0 для любого x ∈ E и некоторой

последовательности εn ∈ R+ такой, что limn→∞ εn = 0 ;
(ii) множество R(A) плотно в E ;
(iii) N (A∗) = {0}.

Предложение 6.2.14 ([105]). Оператор A ∈ C(M, 0) удов-
летворяет условию (F) тогда и только тогда, когда для
каждого отрезка [a, b] выполняется условие

sup
{
‖ exp(tG|D(G,µ))‖ : µ ∈ N, t ∈ [a, b]

}
<∞.

Предложение 6.2.15 ([176]). Пусть A ∈ C(M, 0). Тогда
оператор iA порождает α-раз проинтегрированную группу при
α > 1

2 .

Предложение 6.2.16 ([137]). Пусть A ∈ C(M, 0) и E = H.
Тогда существует самосопряженный оператор Q и константа
M > 0 такие, что (

√
3(2M + 1))−1I � Q � MI и оператор

QC(t, A)Q−1 является самосопряженным при каждом t ∈ R.
При этом C(t, A) = Q−1cos(tL)Q и L∗ = L � 0, где L :=

QAQ−1.

Предложение 6.2.17 ([144]). При A ∈ C(M, 0), x ∈ D(A)
справедливо неравенство

sup
t∈R+

‖S(t, A)Ax‖2 � 4 sup
t∈R+

‖C(t, A)Ax‖ · sup
t∈R+

‖C(t, A)x‖.

Предложение 6.2.18 ([205]). Пусть A ∈ C(1, 0), и

Cm(t) :=
m∑
j=0

C
2j
2m

(
t

2m

)2j
Aj

(
2m

t

)4m(
(
2m

t
)2I −A

)−2m
,

где C2j2m - биномиальные коэффициенты.
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Тогда limm→∞Cm(t)x = C(t, A)x для всех x ∈ E и ‖
(
Cm(t)−

C(t, A)
)
x‖ � t2‖Ax‖/

√
m для всех x ∈ D(A), m � 2.

Предложение 6.2.19 ([220]). Функции C(·, A)x и S(·, A)x
равномерно ограничены при любом x ∈ E тогда и только
тогда, когда существует константа M � 1 такая, что при
Re z � ω ∥∥∥∥∥ dk

dzk
(z2I −A)−1

∥∥∥∥∥ ,∥∥∥∥∥z dkdzkR(z2I −A)−1 + k
dk−1

dzk−1
(z2I −A)−1

∥∥∥∥∥ � Mk!

|z|k+1
,

k ∈ N.

Предложение 6.2.20 ([176]). Пусть оператор A порожда-
ет C0-косинус оператор функцию, такую, что для S(·, A) -
соответствующей C0-синус оператор функции, имеет место
оценка ‖S(t, A)‖ � Mt, t ∈ R+. Тогда оператор iA порождает
α-раз проинтегрированную полугруппу при α > 3

2 .

§ 6.3. Асимптотика функций F (·) и G(·)

В этом разделе изучается асимптотическое поведение C0-
семейств F (t) и G(t) при t→∞. Рассмотрим ситуацию в пред-
положении существования вещественного λ0 и отличного от ну-
ля ограниченного оператора P ∈ B(E) таких, что

lim
t→∞

2e−λ0t C(t, A)x = Px для всех x ∈ E. (6.2)

Ясно, что в этом случае найдется константа M1 � 1 такая, что

‖C(t, A)‖ �M1e
λ0t при t ∈ R+. (6.3)

В силу тождества

2e−λ02t(C(2t, A) + I) = 2e−λ0tC(t, A)2e−λ0tC(t, A) (6.4)

в случае (6.2) число λ0 не может быть отрицательным, т.к. тог-
да e−λ02t →∞ при t→∞ и сходимости нет.
В случае λ0 = 0, мы имеем из (6.4) P + 2I = P 2. С другой

стороны, полагая t→∞ и s→∞ в уравнении косинуса (см. (i)
на стр. 29), имеем 2P = P 2. Следовательно, C(t, A) → P/2 = I
при t→∞. Полагая t→∞ в равенстве (i) со стр. 29, получим
C(s,A) = I для всех s ∈ R.
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Заметим в связи с этими простыми рассуждениями, что в
[78] сделано бессодержательное допущение о сходимости C(t, A)
к P при t→∞.
Отметим попутно, что в случае C(t, A) → P при t → ∞

из (iv) Предложения 2.4.1 следует, что F (t)x = 2−1t2λ3F̂ (λ)x
(для любого λ > ω), который не сходится при t → ∞, если
x �∈ N (F̂ (λ)). Та же самая ситуация - для G(·).
Таким образом, случай λ0 = 0 не интересен, и мы будем

считать далее, что λ0 > 0. Из (6.4) ясно, что оператор P - есть
проектор.
Известно, что генератор C0-косинус оператор-функции

C(·, A) порождает также C0-полугруппу exp(·A), определенную
формулой (2.12).
Как будет показано в следующей теореме, сходимость

2e−λ0t C(t, A) к P при t→∞ влечет сходимость e−λ
2
0t exp(tA) к

P в той же самой топологии.

Теорема 6.3.1. Пусть условие (6.2) выполняется с λ0 ∈
R+. Тогда P - проектор с областью значения R(P ) = N (λ20I −

A) и ядром N (P ) = R(λ20I −A). Если, кроме того, P имеет
конечный ранг и ‖2e−λ0tC(t, A) − P‖ → 0 при t → ∞, тогда
λ20 > Eω(A), Bσ(A) = {λ20 } и λ20 - простой полюс резольвен-
ты (λI −A)−1.

Доказательство. Мы докажем, что C0-полугруппа e−λ
2
0t exp(tA)

сходится к P сильно при t → ∞. Тогда из эргодической теоре-
мы (см. [73]) следует, что P - проектор с R(P ) = N (λ20I −A) и

N (P ) = R(λ20I −A).
Имеем

e−λ
2
0t exp(tA)x =

=
e−λ

2
0t

2
√
πt

∫ ∞
0

e−
s2

4t eλ0s
(
2e−λ0sC(s,A)− P

)
xds+

+
e−λ

2
0t

2
√
πt

∫ ∞
0

e−
s2

4t eλ0s dsPx.

Первый член Q1(t) справа сходится к нулю, а второй член Q2(t)
– к Px при t→∞. Действительно,

e−λ
2
0t

2
√
πt

∫ ∞
0

e−
s2

4t eλ0sds =
1

2
√
πt

∫ ∞
0

e−
(s−2λ0t)

2

4t ds =
1
√
π

∫ ∞
−λ0
√
t
e−u

2
du

73



сходится к
1
√
π

∫∞
−∞ e−u

2
du = 1 при t → ∞. Поэтому Q2(t) схо-

дится к Px при t→∞.
Пусть ε > 0 достаточно мало и пусть τ ∈ R+ настолько

велико, что ‖2e−λ0sC(s,A)x − Px‖ � ε для всех s � τ. Тогда
величина

‖Q1(t)‖ �

� e−λ
2
0t

2
√
πt

∫ τ

0
e−

s2

4t eλ0s‖(2e−λ0sC(s,A)− P )x‖ds+

+ε
e−λ

2
0t

2
√
πt

∫ ∞
0

e−
s2

4t eλ0sds‖x‖,

и, следовательно, ограничена константой 2ε при t → ∞. Т.е.
Q1(t)→ 0 при t→∞.

Если ‖2e−λ0tC(t, A) − P‖ → 0 при t → ∞, то подобным же

образом доказывается, что ‖e−λ
2
0t exp(tA) − P‖ → 0 при t → ∞.

Когда P имеет конечный ранг, полугруппа exp(·A) выходит на
предел с показателем роста λ20. Из Теоремы в [288] следует, что
λ20 > Eω(A), Bσ(A) = {λ20}, и λ20 - простой полюс резольвенты
(λI −A)−1.

Нам понадобится следующая

Лемма 6.3.1 (см. [15], Лемма 7.3.1). Если сильно непрерыв-
ная функция f(·) : R+ → E - такова, что limt→∞ f(t) = ϕ, ϕ ∈
E, то для любого λ с Reλ > 0 мы имеем

e−λt
∫ t

0
eλsf(s) ds → ϕ/λ при t→∞. (6.5)

Предложение 6.3.1. Пусть C0-косинус оператор-функция
C(·, A) удовлетворяет (6.2) с λ0 > 0. Тогда 2e−λ0tS(t, A) →
P/λ0 и 2e−λ0t

∫ t
0 S(s,A)ds → P/λ20 сильно при t→∞.

Доказательство. Имеют место равенства

2e−λ0tS(t, A) = e−λ0t
∫ t

0
eλ0s2e−λ0sC(s,A)ds

и

2e−λ0t
∫ t

0
S(s,A)ds = e−λ0t

∫ t

0
eλ0se−λ0s

∫ s

0
eλ0η2e−λ0ηC(η,A)dηds.

Утверждение теперь следует из Леммы 6.3.1.
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Теорема 6.3.2 ([236]). Пусть C0-косинус оператор-функция
C(·, A) удовлетворяет условию (6.2) с λ0 ∈ R+. Тогда для каж-
дого λ > λ0 и x ∈ E мы имеем

s- lim
t→∞

2e−λ0tF (t)x = λ(λ2/λ20 − 1)PF̂ (λ)x,

который равен
1

λ20
(As − A)x, если x ∈ D(A) и F̂ (λ)x ∈ N (λ20I −

A)−1 одновременно, и равен нулю, если F̂ (λ)x ∈ R(λ20I −A)−1.

Доказательство. Для λ0 ∈ R+ запишем равенство

2e−λ0tF (t)x = 2e−λ0t
∫ t

0
S(s,A)λ3F̂ (λ)xds−2e−λ0t(C(t, A)−I)λF̂ (λ)x.

Используя Предложение 6.3.1, Предложение 2.4.1 (iv) и полагая
t→∞, мы получаем доказываемый результат.

Aналогично, используя Предложение 6.3.1 и Предложение
2.4.1 (v), получаем

Теорема 6.3.3 ([236]). Пусть C0-косинус оператор-функция
C(·, A) удовлетворяет условию (6.2) с λ0 ∈ R+. Тогда для каж-
дого λ > λ0 и x ∈ E имеем

lim
t→∞

2e−λ0tG(t)x = Ĝ(λ)λ(λ2/λ20 − 1)Px,

который равен 1
λ20
(Ac − A)x, если x ∈ N (λ20I − A)−1, и равен

нулю, если x ∈ R(λ20I −A)−1.

Как упоминалось выше, если C(t, A) сходится сильно при
t → ∞, то C(·, A) ≡ I, и F (·) и G(·) растут. Далее мы будем
рассматривать поведение F (·) и G(·) в предположении, что

sup
t>0

‖t−2
∫ t

0

∫ s

0
C(u,A) du ds‖ <∞ и t−2C(t, A)→ 0 (6.6)

сильно при t→∞. Нам понадобится следующее

Предложение 6.3.2 ([255]). При выполнении предположе-
ния (6.6) мы имеем:

(i) отображение P : x → limt→∞ 2t
−2

∫ t
0

∫ s
0 C(u,A)xdu ds -

есть проектор с R(P ) = N (A), N (P ) = R(A) и D(P ) = N (A)⊕

R(A);

(ii) x := − limt→∞ 2t
−2

∫ t
0

∫ s
0

∫ u
0

∫ v
0 C(τ,A)y dτ dv du ds су-

ществует, тогда и только тогда, когда y ∈ A(D(A) ∩ R(A))
(= R(A) в случае, если C(·, A) - (C,2)-эргодична, то есть
D(P ) = E). Кроме того, этот элемент x - единственное
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решение уравнения Ax = y в R(A), то есть x = Ã−1y, где
Ã = A|R(A).

Используя Предложение 2.4.1 (iv) и вышеупомянутое Пред-
ложение, мы получаем

Теорема 6.3.4 ([236]). В предположении (6.6) справедливы
следующие утверждения:
(i) предел y = limt→∞ 2t

−2F (t)x существует, тогда и толь-

ко тогда, когда F̂ (λ)x ∈ N (A)⊕R(A) для некоторого (и всех)

λ > ω. Когда предел существует, то y = λ3PF̂ (λ)x и не зави-
сит от λ;

(ii) Для F̂ (λ)x ∈ N (A)⊕R(A), z = limt→∞ 2t
−2 ∫ t

0

∫ s
0 F (τ)x dτds

существует если и только если F̂ (λ)x ∈ A(D(A) ∩ R(A)) для
некоторого (и всех) λ > ω. В этом случае, z = −λ(λ2I −

A)Ã−1F̂ (λ)x, который не зависит от λ.

Доказательство. Из (iv) Предложения 2.4.1 мы имеем

2

t2
F (t)x =

2

t2
(I − C(t, A))λF̂ (λ)x+

+
2

t2

∫ t

0

∫ s

0
C(τ,A)λ3F̂ (λ)xdτds, (6.7)

и

2

t2

∫ t

0

∫ s

0
F (τ)xdτds =

=
2

t2

∫ t

0

∫ s

0

∫ u

0

∫ v

0
C(τ,A)λ3F̂ (λ)xdτdvduds −

−
2

t2

∫ t

0

∫ s

0
C(τ,A)λF̂ (λ)xdτds+ λF̂ (λ)x.

(6.8)

Тогда утверждения (i) и (ii) следуют из (6.7) и (6.8) соот-
ветственно, как следствия Предложения 6.3.2.
В силу Предложения 2.4.1 (v), Предложения 6.3.2 и Предло-

жения 2.4.2 (ii), имеем следующую теорему:

Теорема 6.3.5. В предположении (6.6) имеют место сле-
дующие утверждения:

(i) Если x ∈ N (A)⊕R(A), то

s- lim
t→∞

2t−2G(t)x = AcPx;
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(ii) Если x ∈ A(D(A) ∩R(A)), тогда

s- lim
t→∞

2t−2
∫ t

0

∫ s

0
G(τ)x dτds = −(Ac −A)Ã−1x = x−AcÃ

−1x,

где Ã = A|R(A).

Глава 7

ЭРГОДИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА

Эргодические свойства C0-полугрупп операторов рассмотре-
ны, например, в [15], [18], [64], [73].

§ 7.1. Стандартные пределы

Предложение 7.1.1 ([144]). Пусть A ∈ C(M, 0). Для любого
x = y+̇z ∈ R(A)⊕N (A)∥∥∥∥∥∥ 1T

T∫
0

C(t, A)xdt− z

∥∥∥∥∥∥ = O

(
|T |−1

)
,

∥∥∥∥∥∥ 1T
T∫
0

S(t, A)xdt −
T

2
z

∥∥∥∥∥∥ = O
(
|T |−1

)
при T →∞.

Предложение 7.1.2 ([144]). В случае A ∈ C(M, 0) и рефлек-
сивного E имеем E = R(A)⊕N (A), причем для каждого x ∈ E

имеет место сильная сходимость величины 1
T

T∫
0
C(t, A)xdt к x

при T →∞.

Следующее определение для C0-косинус оператор-функций
аналогично Определению 7.1.8 из [15] ❀ стр. 69 для C0-
полугрупп.

Определение 7.1.1. C0-полугруппа exp(·A) называется сла-
бо (сильно, равномерно) (C,α) эргодической на бесконечности,
если оператор Cα

t [C(·, A)]x := αt−α
∫ t
0(t − s)α−1C(s,A)xds су-

ществует при всех t > 0;
∫∞
0 e−λt‖Cα

t [C(·, A)]x‖dt <∞ при всех
x ∈ E и λ > max(0, ω(A)) И если предел (C,α)-lim exp(·A) :=
limt→∞CH(t, α) существует в слабой (сильной, равномерной)
операторной топологии. Это так называемый предел по Чеза-
ро.
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Определение 7.1.2. C0-косинус оператор функция C(·, A)
называется слабо (сильно, равномерно) эргодической на бес-
конечности в смысле Абеля, если предел

(A)- lim
t→∞

C(t, A) := lim
λ→0+

λ

∫ ∞
0

e−λtC(t, A)dt ≡

≡ lim
λ→0+

λ2R(λ2, A) (7.1)

существует в соответствующей операторной топологии.

Полагая t → 0+ вместо t → ∞ или λ → ∞ вместо λ → 0+,
получим определения эргодичности в нуле.

Теорема 7.1.1 ([73]). Если при фиксированном α � 0 су-
ществует предел (C,α)- limξ→∞ x(ξ) = y ∈ E, то при β � α

существуют пределы (C, β)- limξ→∞ x(ξ) = A- limξ→∞ x(ξ) = y.

Предложение 7.1.3 ([256]). C0-косинус оператор-функция
C(·, A), заданная на пространстве Гротендика E, является
сильно (C, 1) эргодичной тогда и только тогда, когда выпол-
нены условия:
(i) ‖S(t, A)‖ = O(t) при t→∞;

(ii) s- lim
t→∞

t−1C(t, A)S(s,A) = 0 при всех s ∈ R+;

(iii) w∗-cl(R(A∗)) = R(A∗).

Предложение 7.1.4 ([256]). В условиях Предложения 7.1.3
с пространством E, обладающим еще и свойством Данфорда -
Петтиса, C0-косинус оператор-функция C(·, A) является рав-
номерно (C, 1) эргодичной тогда и только тогда, когда имеют
место условие (i) из Предложения 7.1.3,

‖C(t, A)S(s,A)‖ = O(t) при t → ∞ для каждого s ∈ R+ и,
наконец, w∗-cl(R(A∗)) = R(A∗).

Положим T (t, A) :=
∫ t
0(t − s)C(s,A)ds и определим Q2w∗ как

на стр. 106.

Предложение 7.1.5 ([256]). Пусть E — пространство
Гротендика и K(t,Q) - w∗-непрерывная C0-косинус оператор-
функция. Если ||T (t, A)|| = O(t2) при t → ∞ и w∗ −
lim
t→∞

t−2K(t,Q)T (s)∗x∗ = 0 при всех s ∈ R+, то R(Q2w∗) =

N (Q), N (Q2w∗) = R(Q), D(Q2w∗) = E∗.

Более того, если s- lim
t→∞

t−2K(t,Q)T (s)∗ = 0 при всех s ∈ R+,

то C0-косинус оператор-функция K(·, Q), сильно (C, 2) эргодич-
на.
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Предложение 7.1.6 ([256]). C0-косинус оператор-функция
C(·, A) на пространстве Гротендика E является сильно (C, 2)
эргодичной тогда и только тогда, когда

(i) ‖T (t, A)‖ = O(t2) при t→∞;

(ii) s- lim
t→∞

t−2C(t, A)T (s,A) = 0 при всех s ∈ R+;

(iii) w∗-cl(R(A∗)) = R(A∗).

Предложение 7.1.7 ([256]). Пусть в условиях Предложе-
ния 7.1.6 пространство E обладает свойством Данфорда -
Петтиса. В этом случае C0-косинус оператор-функция C(·, A)
равномерно (C, 2) эргодична тогда и только тогда, когда
||T (t)|| = O(t2), ||C(t, A)T (s,A)|| = O(t2) при t → ∞ и s ∈ R+,
а также w∗-cl(R(A∗)) = R(A∗).

Для любого x ∈ E положим Pcx := s- limt→∞
1
tS(t, A)x,

Pax := s- lim
λ→0+

λ

∞∫
0

e−λtC(t, A)xdt

и

Ptx := s- lim
n→∞

(
1

n

n−1∑
k=0

C(kt,A)x

)
.

Предложение 7.1.8 ([254]). При A ∈ C(M, 0) операторы Pc
и Pa совпадают и являются проекторами. Имеют место со-
отношения:

R(Pc) = N (A) =
⋂
s>0

N (C(s,A)− I),

N (Pc) = R(A) =
⋃
s>0

R(C(s,A)− I),

D(Pc) =
⋂
s>0

N
(
C(s,A)− I

)
⊕

⋃
s>0

R
(
C(s,A)− I

)
=

= {x ∈ E : ∃ {tn}, tn →∞, w- lim
n→∞

(S(tn, A)x)/tn существует}.

Предложение 7.1.9 ([254]). Пусть A ∈ C(M, 0). При каж-
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дом t ∈ R+ оператор Pt есть проектор и

R(Pt) = N (C(t, A)− I), N (Pt) = R(C(t, A)− I),

D(Pt) = N (C(t, A)− I)⊕R(C(t, A)− I) =

=
{
x ∈ E : ∃ {nk}, nk →∞,

w- lim
k→∞

 1

nk

nk−1∑
l=0

C(lt, A)x

 существует
}
.

Предложение 7.1.10 ([254]). Пусть A ∈ C(M, 0). Пусть су-
ществует δ > 0 такое, что оператор C(t, A) + I обратим при
t ∈ (0, δ) (в частности, это имеет место если ‖C(t, A)−I‖ < 2
при t ∈ (0, δ)). Тогда Pt = Pc при всех t ∈ (0, 2δ).

Рассмотрим оператор

Hβ
t [C(·, A)]x =

β

tβ

∫ t

0
sβ−1C(s,A)xds t > 0, x ∈ X. (7.2)

Теорема 7.1.2 ([175]). Пусть C(·, A) – ограниченная C0-
косинус оператор функция в банаховом пространстве E. Сле-
дующие утверждения эквивалентны
(i) 0 ∈ Cσ(A) ∪ ρ(A);

(ii) функция C(·, A) является Hβ
t -устойчивой для всех β > 0;

(iii) limn→∞H
β0
tn [C(·, A)] = 0 в слабой операторной тополо-

гии для некоторого β0 > 0 и некоторой положительной после-
довательности {tn} сходящейся к ∞.

Из доказательства этой теоремы ясно, что ограниченность
C(·, A) не является необходимой для импликации (iii) =⇒ (i).

Хорошо известно, что обобщенное решение абстрактной за-
дачи Коши

u′′(t) = Au(t), t ∈ (−∞,∞), u(0) = x, u′(0) = y

дается формулой u(t) = C(t, A)x+ S(t, A)y.

Теорема 7.1.3 ([175]). Пусть C(·, A) – ограниченная C0-
косинус оператор-функция в банаховом пространстве E и
предположим, что 0 ∈ Cσ(A) ∪ ρ(A). Тогда обобщенное реше-

ние u(t) Hβ
t -устойчиво для всех β > 0 , всех x ∈ E и всех y из

некоторого плотного подмножества E.

Теорема 7.1.4 ([254]). Пусть C(·, A) – ограниченная коси-
нус оператор-функция в банаховом пространстве E и предпо-
ложим, что 0 ∈ ρ(A) ∪ Cσ(A). Тогда следующие условия экви-
валентны:
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(i) y ∈ A
(
D(A) ∩R(A)

)
;

(ii) x := − limt→∞ 2t
−2 ∫ t

0

∫ s
0

∫ u
0

∫ v
0 C(τ,A)y dτ dv du ds су-

ществует ;
(iii) для некоторой последовательности {tm} слабый предел

x := −w- limtm→∞ 2t
−2
m

∫ tm
0

∫ s
0

∫ u
0

∫ v
0 C(τ,A)y dτ dv du ds су-

ществует.
Такое x есть единственное решение уравнения Ax = y в

R(A), т.е. x = (Ã)−1y,, где Ã = A|R(A).

Теорема 7.1.5 ([175]). Пусть C(·, A) – ограниченная коси-
нус оператор-функция в банаховом пространстве E. Следую-
щие условия эквивалентны:
(i) 0 ∈ ρ(A) ∪Cσ(A);

(ii) Для всех β > 0 имеем s- limt→∞Cβ
t [C(·, A)] = 0;

(iii) Для некоторого β0 > 0 и некоторой положительной
последовательности {tn}, сходящейся к ∞ при n → ∞ имеем

w- limn→∞Cβ0
tn [C(·, A)] = 0.

Утверждение limt→∞Cβ
t [u(·)] = 0, аналогичное Теореме 7.1.3,

(для обобщенного решения u(·) уравнения второго порядка) мо-
жет быть доказано тем же путем.

§ 7.2. Тауберова теорема

Как отмечалось, для косинус операторной функции C(t, A)
понятие устойчивости бессмысленно, поскольку из сходимости
C(t, A) → P ∈ B(E) при t → ∞ следует, что C(t, A) ≡ I. Ясно,
что проинтегрированные полугруппы или косинус-функции не
обладают свойствами асимптотической сходимости, потому что
они естественно полиномиально возрастают [113].
С другой стороны, можно рассмотреть усреднение по Че-

заро косинус операторных функций. Необходимым и доста-
точным условием того, что ограниченная косинус операторная
функция является (C, β)-устойчивой при любом β > 0, т.е.
1/tβ

∫ t
0 s

β−1C(s)ds → 0 сильно при t → ∞, является то, что
0 ∈ ρ(A) ∪Cσ(A), как это мы видели в предыдущем параграфе.
Поэтому поведение (C, β)-средних определяется только точкой
0. Известно, что по крайней мере для полиномиально ограни-
ченных C0-полугрупп поведение средних Чезаро определяется
поведением резольвенты в окрестности нуля [167]. Теперь при-
ступим к доказательству того, что для косинус операторных
функций ситуация очень похожа.
Чтобы усмотреть как поведение средних Чезаро тесно связа-

но с поведением резольвенты полиномиально ограниченной ко-
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синус операторной функции в окрестности нуля, рассмотрим ос-
новной пример n× n нильпотентной матрицы

Q =



0 0 0 . . . . . . 0
1 0 0 . . . . . . 0

0 1 0
. . .

. . . 0

0 0 1 0
. . . 0

...
...
. . .

. . .
. . . 0

0 0 0 0 1 0


.

Тогда Qn = 0 и ch(t
√
Q) = I + Q

t2

2!
+ · · · + Qn−1 t2(n−1)

(2n− 2)!
;

поэтому косинус операторная функция ch(t
√
Q), t � 0, конечно,

полиномиально ограничена. Резольвента Q задается как

(λ2I −Q)−1 = λ−2
(
I −

Q

λ2

)−1
= λ−2

(
I +

Q

λ2
+
Q2

λ4
+ · · ·+

Qn−1

λ2(n−1)

)
.

Следовательно, при α = 2n− 2, имеем

lim
λ→0+

λ2+α(λ2I −Q)−1 = Qn−1

и ‖λ2+α(λ2I −Q)−1‖ � n при всех |λ| � 1.
С точки зрения сходимости по Чезаро имеем

lim
t→∞

1

tα+1

∫ t

0
ch(s

√
Q) ds =

Qn−1

(2n− 1)!
,

и, более общо,

lim
t→∞

1

tα+m

∫ t

0
(t− s)m−1 ch(s

√
Q) ds =

=
Γ(m)

Γ(α+m+ 1)
Qn−1, (7.3)

при всех m = 1, 2, . . . .
Для установления основного результата этого парагафа вве-

дем сначала следующие обозначения.
Пусть A — генератор полиномиально ограниченного косину-

са, действующего на банаховом пространстве E, т.е. существу-
ют числа M > 0 и β � 0 такие, что

‖C(t, A)‖ �M(1 + t)β , при всех t � 0. (7.4)
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Резольвента (λ2I−A)−1 =
∫∞
0 e−λtS(t) dt оператора A необходи-

мо удовлетворяет оценке

‖(λ2I −A)−1‖ �M

∫ ∞
0

e−�λt(1 + t)β+1 dt

�M2β+1
(∫ 1
0
e−�λt dt+

∫ ∞
0

e−�λttβ+1 dt

)
�M2β+1

(
1

(λ
+
Γ(β + 1)

((λ)β+2

)
для всех λ ∈ Cс (λ > 0. (7.5)

Пусть P ∈ B(E) — ограниченный линейный оператор.

Теорема 7.2.1 ([168]). Пусть α > 0 и выполняется (7.4).
Тогда условия

i) λα+2(λ2I − A)−1 → P в сильной операторной топологии
при λ→ 0+ в R;

ii) существуют C > 0,N � 0 и ρ0 > 0 такие, что

‖ρ2+α(ρ2ei2ϕI −A)−1‖ � C

cosN (ϕ)
, 0 < ρ � ρ0, ϕ ∈ (−π/2, π/2);

необходимы и достаточны для существования положительно-
го целого m такого, что

lim
t→∞

Γ(m+ α+ 1)

(Γ(m)tm+α)

∫ t

0
(t− s)m−1C(s,A)xds = Px (7.6)

для каждого x ∈ E.

Замечание 7.2.1. Поскольку для оператора A, порождаю-
щего полиномиально оганиченный косинус-распределение, мож-
но найти соответствующий сильно непрерывный m раз проин-
тегрированный косинус [77], [213], [214], то такая же теорема
должна выполняться и в случае оператор-функций распределе-
ний.

Замечание 7.2.2. Предположим, что λ2(λ2I−A)−1 → P при
λ→ 0+, т.е. i) выполняется с α = 0. Тогда из тождества Гиль-
берта получаем, что

λ2µ2(λ2I −A)−1(µ2I −A)−1 =

=
λ2µ2

λ2 − µ2
((µ2I −A)−1 − (λ2I −A)−1). (7.7)

Теперь, полагая λ =
√
2µ, а затем переходя к пределу при µ →

0+, получаем из (7.7), что P 2 = P, т.е. P — проектор. В случае,
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когда α > 0 в i), оператор P уже не является проектором и из
7.7) следует, что P обладает свойством P 2 = 0.

Глава 8

РАВНОМЕРНО НЕПРЕРЫВНЫЕ C0-КОСИНУС
ОПЕРАТОР-ФУНКЦИИ

Как и в случае полугрупп операторов, непрерывность по нор-
ме для косинус оператор-функций является сильно ограничи-
тельным требованием, поскольку влечет ограниченность про-
изводящего оператора. Условия порождения косинус оператор-
функции для инфинитезимального оператора A более ограничи-
тельны, чем условия порождения полугрупп операторов.

§ 8.1. Непрерывность по норме

Вполне естественно, что ограниченность A вытекает в слу-
чае косинус оператор-функций при менее слабых дополнитель-
ных предположениях, чем в случае полугрупп операторов. Так,
например, условие ‖tA exp(−tA)‖ � C влечет ограниченность A
при C = 1/e (см. [15]), а в случае косинус оператор-функций
для ограниченности A достаточно ограниченности ‖AS(t, A)‖ �
const с любой константой.

Определение 8.1.1. C0-косинус оператор-функция C(·, A)
непрерывна в равномерной операторной топологии (непрерыв-
на по норме), если функция C(·, A) : R → B(E) непрерывна в
операторной норме.

Предложение 8.1.1 ([270]). Пусть C0-косинус оператор-
функция C(·, A) непрерывна в равномерной операторной топо-
логии. Тогда A ∈ B(E) и

C(t, A) =
∞∑
k=0

t2kAk/(2k)!, t ∈ R, (8.1)

причем ряд сходится равномерно по t на каждом конечном от-
резке [0, T ].

Иногда в литературе ряд (8.1) по аналогии со скалярным
случаем записывают как ch(t

√
A).

Заметим, что C0-синус оператор-функция S(·, A), как это сле-
дует из ее определения, всегда равномерно непрерывна по t ∈ R.

Предложение 8.1.2 ([269]). Пусть A ∈ B(E). Тогда ряд
(8.1) есть C0-косинус оператор-функция, производящий опера-
тор которой есть A.
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Теорема 8.1.1 ([84]). Каждое из следующих условий экви-
валентно условию непрерывности по норме C(·, A):
(i) limt→0 ‖C(t, A)− I‖ = 0 ;

(ii) limt→0 ‖t−1S(t, A)− I‖ = 0 ;
(iii) производящий оператор A ограничен;
(iv) R(C(t, A)) ⊆ E1 при всех t ∈ (α, β) с какими-нибудь

α < β;
(v) включение R(S(t, A)) ⊆ D(A) и сильная непрерывность

функции t → AS(t, A) имеют место при всех t ∈ (α, β) с
какими-нибудь α < β.

Предложение 8.1.3 ([5]). Производящий оператор A C0-
косинус оператор-функции с неквазианалитическим весом χ
ограничен тогда и только тогда, когда выполнено одно из сле-
дующих условий:
(i) для некоторого ε > 0 имеем sup0<t<ε ‖C(t, A)− I‖ < 1;
(ii) C0-косинус оператор-функция C(·, A) есть сужение на R

целой функции C̃(·) : C → B(E) экспоненциального типа (рав-
ного r(A)).

Предложение 8.1.4 ([270]). Пусть C0-косинус оператор-
функция C(·, A) сильно дважды дифференцируема в нуле. Тогда
A ∈ B(E).

Предложение 8.1.5 ([205]). Пусть A ∈ C(M, 0). Тогда опе-
ратор A ∈ B(E) тогда и только тогда, когда спектр σ(A)
ограничен.

Предложение 8.1.6. Пусть C0-косинус оператор-функция
C(·, A) непрерывна по норме. Тогда

(i) limt→0 ‖
2
t2

∫ t
0 S(s,A)ds− I‖ = 0;

(ii) при достаточно малых h оператор
∫ h
0 S(s,A)ds ограни-

ченно обратим;
(iii) при достаточно малых h имеет место равенство

A = (C(h,A) − I)

(∫ h

0
S(s,A)ds

)−1
.

Определение 8.1.2. Пространством Гротендика называ-
ют такое банахово пространство, в котором каждая w∗-
сходящаяся в E∗ последовательность будет и w-сходящейся.

Определение 8.1.3. Говорят, что банахово пространство E
обладает свойством Данфорда-Петтиса, если 〈xn, x∗n〉 → 0 как
только xn сходится к нулю слабо в E и x∗n сходится к нулю
слабо в E∗.
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Предложение 8.1.7 ([256]). Любая C0-косинус оператор-
функция C(·, A), заданная на пространстве Гротендика со
свойством Данфорда-Петтиса (таково, например, E = L∞),
является непрерывной по норме, т.е. A ∈ B(E).

Прежде чем сформулировать следующее предложение напом-
ним [145], что если E является H.I. пространством и B ∈ B(E),
то существует такая единственная точка λB ∈ σ(B), что опера-
тор B−λBI является строго сингулярным. Кроме того, B−λBI
является оператором Рисса.

Предложение 8.1.8 ([245]). Пусть E является H.I. бана-
ховым пространством и C(·, A) удовлетворяет условию (7.4).
Тогда A ∈ B(E) и существует положительное целое m такое,
что (A− λAI)

m — компактный оператор.

Предложение 8.1.9 ([5]). Если B ∈ B(E) и C0-косинус
оператор-функция C(·, B) равномерно ограничена по t ∈ R, то
имеет место неравенство Бернштейна

‖B‖ � r(B) · sup
t∈R

‖C(t,B)‖ ,

где r(B) - спектральный радиус оператора B.

Предложение 8.1.10 ([25], [239]). Пусть B ∈ B(E). Тогда
функции C(t,−B2)x и S(t,−B2)y равномерно по t ∈ R ограни-
чены при любых x, y ∈ E тогда и только тогда, когда на E су-
ществует такая эквивалентная норма ‖·‖∗, что ‖exp(itB)‖∗ �
1 при t ∈ R (такие операторы B называются эквивалентно эр-
митовыми на E).

Предложение 8.1.11 ([25], [239]). Оператор B ∈ B(E) эк-
вивалентно эрмитов на E тогда и только тогда, когда су-
ществует константа C > 0 такая, что

‖ sin(tB)‖ � C, t ∈ R.

Предложение 8.1.12 ([83]). Пусть в банаховой алгебре B
с единицей задана C0-косинус оператор-функция C(·, A), A ∈ B.
Тогда при ν2 > supλ∈σ(A)(|λ|+Reλ)/2 имеем

C(t, A) =
1

2πi

∫ ν+i∞

ν−i∞
eλtλR(λ2, A)dλ, t ∈ R+,

S(t, A) =
1

2πi

∫ ν+i∞

ν−i∞
eλtR(λ2, A)dλ, t ∈ R+.

Предложение 8.1.13 ([97]). Если для C0-косинус оператор-
функции R(S(t, A)) ⊆ D(A) при t ∈ R и ‖AS(t, A)‖ � const при
t ∈ [a, b], a < b, то A ∈ B(E).
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Предложение 8.1.14 ([97]). Если для C0-косинус оператор-

функции SV
(
C(·, A), t

)
� const при некотором t ∈ R+, то

A ∈ B(E).

§ 8.2. Положительность семейств возмущений

Определение 8.2.1. В случае когда E является банаховой
решеткой с положительным конусом E+, мы говорим, что функ-
ция L(·) на E положительна, если для каждого t ∈ R+ опе-
ратор L(t) положителен (пишем L(t) * 0) в том смысле, что
L(t)E+ ⊆ E+.

В случае, когда E является гильбертовым пространством со
скалярным произведением (·, ·), мы говорим, что L(·) положите-
лен (пишем L(t) � 0), если для каждого t ∈ R+ оператор L(t)
положителен в том смысле, что (L(t)x, x) � 0 для всех x ∈ E.

Предложение 8.2.1. [196] C0-косинус оператор-функция
C(·, A) доминирует I, то есть C(·, A)−I положителен, в смыс-
ле банаховой решетки или в смысле гильбертова пространст-
ва, только тогда, когда генератор A ограничен и положитель-
нен.

Следующие предложения являются переформулированием
свойств C0-семейства мультипликативного возмущения и C0- се-
мейства аддитивного возмущения.
Пусть Fµ

B(·) и G
µ
B(·) — функции, определенные для B ∈ B(E)

формулами

Fµ
B(t)x := (A− µ)

∫ t

0
S(s,A)Bxds, x ∈ E, t ∈ R+, (8.2)

Gµ
B(t)x := B(A− µ)

∫ t

0
S(s,A)xds, x ∈ E, t ∈ R+.

Тогда F
µ
B(·) - C0-семейство мультипликативного возмущения и

Gµ
B(·) – C0-семейство аддитивного возмущения.

Предложение 8.2.2 ([236]). Пусть E банахова решетка.
Каждое C0-семейство мультипликативного возмущения Fµ

B(·)
для C0-косинус оператор-функции C(·, A) на E, определенное
в (8.2) с µ � 0 и B * 0, положительно, если и только ес-
ли оператор A положителен. То же самое имеет место для
C0-семейства аддитивного возмущения.

Предложение 8.2.3 ([236]). Пусть E – гильбертово про-
странство. Каждое C0-семейство мультипликативного воз-
мущения F

µ
B(·) для C0-косинус оператор-функции C(·, A) на E,

определенное в (8.2) с µ � 0 и B � 0 и коммутирующее с
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C(·, A), положительно если и только если оператор A поло-
жителен. То же самое имеет место для C0-семейства адди-
тивного возмущения.

Глава 9

ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ C0-КОСИНУС
ОПЕРАТОР-ФУНКЦИИ

Напомним вкратце определение почти периодичности оператор-
функций.

Определение 9.1 Функция f(·) : R+ → E называется почти
периодической, если для каждого ε > 0 множество J(f, ε) = {τ >
0 : ‖f(t+ τ)− f(t)‖ � ε для всех t ∈ R+} относительно плотно в
R+. То есть существует такое l ∈ R+, что каждый подинтервал
из R+ длины l пересекается с J(f, ε). Оператор-функция Q(·) :
R+ → B(E) называется почти периодической, если для каждого
x ∈ E функция Q(·)x почти периодична.

§ 9.1. Почти периодичность основных семейств

Определение 9.1.1. C0-косинус оператор-функция или C0-
синус оператор-функция называются почти периодическими
(п.п.) или равномерно п.п., если при любом x ∈ E функции
C(·, A)x или S(·, A)x являются п.п. (равномерно п.п.).

Предложение 9.1.1 ([100]). Если E секвенциально слабо
полно, то слабо п.п. C0-косинус оператор-функция является
почти периодической.

Теорема 9.1.1 ([60]). C0-косинус оператор-функция C(·, A)
является почти периодической тогда и только тогда, когда
выполнены следующие три условия:
(i) C0-косинус оператор-функция C(·, A) равномерно ограни-

чена;
(ii) спектр σ(A) ⊆ R−;
(iii) система собственных векторов производящего опера-

тора A тотальна в пространстве E.
Если при этом µ ∈ σ(A) - изолированная точка спектра,

то µ является простым полюсом резольвенты (λI − A)−1 и
E = R(µI −A)⊕N (µI −A).

Теорема 9.1.2 ([60]). Задача Коши (3.1) имеет п.п. обоб-
щенное решение для любых u0, u1 ∈ E тогда и только тогда,
когда выполнены условия (i)-(iii) Теоремы 9.1.1 и 0 ∈ ρ(A).
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Теорема 9.1.3 ([60]). C0-косинус оператор-функция C(·, A)
и C0-синус оператор-функция S(·, A) являются равномерно п.п.
тогда и только тогда, когда выполнены три условия:
(i) C0-косинус оператор-функция C(·, A) и C0-синус оператор-

функция S(·, A) равномерно ограничены по t ∈ R;
(ii) множество σ(A) является гармоническим подмножест-

вом в R− и 0 ∈ ρ(A);
(iii) система собственных векторов производящего опера-

тора A тотальна в пространстве E.

Предложение 9.1.2 ([60]). Если C0-косинус оператор-функция
C(·, A) равномерно п.п., то σ(A) состоит из простых полюсов
резольвенты (λI −A)−1. В этом случае σ(A) = Pσ(A).

Предложение 9.1.3 ([160]). Следующие условия эквивалент-
ны:
(i) C0-косинус оператор-функция C(·, A) периодична как

оператор-функция;
(ii) C0-косинус оператор-функция C(·, A) сильно периодична;
(iii) C0-косинус оператор-функция C(·, A) слабо периодична.

Теорема 9.1.4 ([139], [204]). Равномерно ограниченная C0-
косинус оператор-функция C(·, A) периодична с периодом 2π
тогда и только тогда, когда выполнены следующие три усло-
вия:
(i) спектр σ(A) ⊆ {l : l = −k2, k ∈ Z};
(ii) спектр σ(A) состоит из простых полюсов резольвенты;
(iii) система собственных векторов производящего опера-

тора A тотальна в пространстве E.
При выполнении условий (i)-(iii) проекторы Рисса даются

формулами

P (−k2)x =


1
π

2π∫
0
cos(ks)C(s,A)xds при k �= 0,

1
2π

2π∫
0
C(s,A)xds при k = 0

причем при x ∈ D(A) имеет место равенство

C(t, A)x =
∞∑
k=0

cos(kt)P (−k2)x, (9.1)

где ряд сходится равномерно по t ∈ R .

Предложение 9.1.4 ([139]). В случае, когда E = H и
C(·, A)−2π -периодична, равенство (9.1) имеет место при всех
x ∈ E, и сходимость ряда равномерна по t ∈ R.
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Теорема 9.1.5 ([61]). Функция C(t, A)u0+S(t, A)u1 являет-
ся 2π- периодической при любых u0, u1 ∈ E тогда и только тог-
да, когда выполнены условия (i)-(iii) Теоремы 9.1.4 и 0 ∈ ρ(A).

Предложение 9.1.5 ([139]). C0-косинус оператор-функция
C(·, A) является периодической периода T тогда и только тог-
да, когда функция F (z) := (1−e−Tz)zR(z2, A) может быть ана-
литически продолжена до целой функции F̃ (z) такой, что при
|z| > r справедлива оценка

‖F̃ (z)‖ �Me(q|z|
2−ε), где q,M, r, ε > 0. (9.2)

Предложение 9.1.6 ([220]). Равномерно корректная зада-
ча Коши (3.1) имеет периодические решения периода T тогда
и только тогда, когда A ∈ C(M, 0) и функция F (z)/z может
быть аналитически продолжена до целой функции Q(z) такой,
что при |z| > r для Q(z) справедлива оценка (9.2).

Предложение 9.1.7 ([137]). Пусть C0-косинус оператор-
функция C(·, A) задана в гильбертовом пространстве H и
C(·, A) слабо п.п. Тогда имеет место равенство C(t, A) =

Q−1C(t, V )Q, где V - самосопряженный оператор V :=∑
λ�0 λP (λ), а P (λ) - семейство взаимно ортогональных про-

екторов.

Предложение 9.1.8 ([204]). Из периодичности C0-косинус
оператор-функции C(·, A)x при каждом x ∈ D(A) следует пе-
риодичность C(·, A).

Предложение 9.1.9 ([5]). Пусть
√
σ(−A) ∩ R+ - не более,

чем счетное множество. Тогда для почти периодичности всех
решений задачи (3.1) необходимо и достаточно, чтобы выпол-
нялись следующие условия:
(i) C0-косинус оператор-функция C(·, A) равномерно ограни-

чена по t ∈ R;
(ii) 0 ∈ ρ(A);

(iii) для каждой предельной точки λ0 ∈
√
σ(A) найдется

последовательность εn ∈ R, сходящаяся к нулю при n → ∞,

такая, что s- limn→∞ εn(εn+ iλ0)

(
(εn+ iλ0) · I −A

)−1
x = 0 при

каждом x ∈ E .

Предложение 9.1.10 ([5]). C0-косинус оператор-функция
C(·, A) п.п. в равномерной операторной топологии тогда и
только тогда, когда она равномерно ограничена на R и

√
σ(A)

— гармоническое подмножество iR.
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Предложение 9.1.11 ([5]). Пусть A ∈ C(M,ω) и
√
σ(−A)

не имеет предельных точек в R+ . Тогда
(i) линейная оболочка собственных и корневых векторов A

плотна в E, если существует такая функция χ(t), что

‖C(t, A)‖ � χ(t) и χ(t) � C(1 + |t|)γ при t ∈ R, γ � 0; (9.3)

(ii) C0-косинус оператор-функция C(·, A) при выполнении
условия limt→∞ χ(t)/t = 0, где χ(·) – функция из (9.3), периодич-
на с периодом 1 тогда и только тогда, когда σ(A) ⊆ {−(2πk)2 :
k ∈ N}.

В [159] рассмотрены асимптотические почти-периодические
по Степанову полугруппы операторов и косинус оператор-
функции.

§ 9.2. Почти периодичность семейств F (·) и G(·)

Предложение 9.2.1. Если непрерывная функция f(·): R+ →
E сходится к некоторому элементу ϕ ∈ E при t→∞, тогда

2t−2
∫ t

0
sf(s) ds → ϕ при t→∞. (9.4)

Доказательство. Ясно, что, как и в случае Леммы 6.3.1 (см.
также [15], Лемма 7.3.1.), достаточно рассмотреть случай ϕ = 0.
Положим t = τ + ζ и запишем

2

t2

∫ t

0
sf(s) ds =

2

(τ + ζ)2

∫ τ

0
sf(s)ds+

+
2

(τ + ζ)2

∫ τ+ζ

τ
sf(s) ds. (9.5)

Поскольку ∥∥∥∥ 2

(τ + ζ)2

∫ τ+ζ

τ
sf(s)ds

∥∥∥∥ � sup
t�τ

‖f(t)‖

для всех ζ и τ и f(t)→ 0 при t→∞, мы можем выбрать τ на-
столько большим, что второй член в (9.5) становится меньшим,
чем некоторое ε > 0. Затем можно выбрать столь большое ζ,
что первый член в (9.5) также становится меньше, чем ε. Это
доказывает (9.4) с ϕ = 0.
Следующая теорема дает необходимое и достаточное усло-

вие того, чтобы каждое C0-семейство мультипликативного воз-
мущения (или каждое C0-семейство аддитивного возмущения)
являлось почти периодическим.
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Теорема 9.2.1 ([236]). Каждое C0-семейство мультипли-
кативного возмущения F (·) для C(·, A) почти периодично,
тогда и только тогда, когда C(·, A) почти периодическая и
0 ∈ ρ(A). То же самое утверждение справедливо и для C0-
семейства аддитивного возмущения.

Доказательство. Пусть C(·, A) почти периодична. Тог-
да условие 0 ∈ ρ(A) влечет почти периодичность функции∫ t
0 S(s,A) ds =

∫ t
0 S(s,A)AA

−1ds = (C(t, A)−I)A−1, t ∈ R. Таким
образом, из Предложения 2.4.1 (iv) следует почти периодичность
F (·).
Обратно, если каждое C0-семейство мультипликативного

возмущения почти периодично, тогда два частных C0-семейства
мультипликативного возмущения C(t, A) − I и

∫ t
0 S(s,A)ds -

почти периодические функции. Если x ∈ N (A), тогда x =

C(s,A)x −
∫ s
0 S(u,A)Axdu = C(s,A)x для всех s ∈ R+ и x =

2t−2
∫ t
0 S(s,A)xds → 0 при t → ∞, потому что почти перио-

дическая функция ограничена. Следовательно A - инъективен.
Затем, так как почти периодическая функция эргодична (см.,
например, [75], стр. 21), то предел 1s

∫ s
0

∫ u
0 S(v,A)x dv du сущест-

вует при s→∞ для каждого x ∈ E. В силу Предложения 9.2.1,
предел

2

t2

∫ t

0
s
1

s

∫ s

0

∫ u

0

∫ v

0
C(τ,A)xdτdvduds

существует при t → ∞ для любого x ∈ E. Поскольку C(·, A)
равномерно ограничена, то из Предложения 6.3.2 (то есть [237]
- Теорема 3.7) имеем R(A) = E. Следовательно, 0 ∈ ρ(A).

Замечание 9.2.1 ([60]). Предположения, что C(·, A) почти
периодична и 0 ∈ ρ(A), эквивалентны условию, что каждое об-
общенное решение задачи Коши (3.1) почти периодично.

Из Теоремы 9.2.1 можно вывести следующую теорему.

Теорема 9.2.2. Каждое C0-семейство мультипликативно-
го возмущения F (·) для C(·, A) является периодическим тогда
и только тогда, когда C(·, A) периодическая и 0 ∈ ρ(A). В этом
случае, F (·) и C(·, A) имеют одинаковый период. То же самое
утверждение истинно для C0-семейств аддитивного возмуще-
ния.
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Глава 10

КОМПАКТНОСТЬ В ТЕОРИИ C0-КОСИНУС
ОПЕРАТОР-ФУНКЦИЙ

Свойства компактности широко используются в разных ас-
пектах теории разрешающих семейств. Будем обозначать мно-
жество компактных операторов, действующих в E, через B0(E)
(или B0(E,F ) в случае разных пространств).

§ 10.1. Компактные основные семейства

Определение 10.1.1. C0-косинус оператор-функция C(·, A)
называется компактной – мы пишем C(·, A) ∈ B0(E), ес-
ли оператор C(t, A) ∈ B0(E) для любого t ∈ R+. C0-синус
оператор-функция S(·, A) называется компактной, если опера-
тор S(t, A) ∈ B0(E) для любого t ∈ R.

Предложение 10.1.1 ([270]). Если оператор C(t, A) ∈
B0(E) при каждом t ∈ (α, β) при некоторых α < β, то
C0-косинус оператор-функция C(·, A) ∈ B0(E) и C0-синус
оператор-функция S(·, A) ∈ B0(E).

Предложение 10.1.2 ([270]). Если оператор S(t, A) ∈
B0(E) при каждом t ∈ (α, β) при некоторых α < β, то C0-синус
оператор-функция S(·, A) ∈ B0(E), t ∈ R.

Предложение 10.1.3 ([62]). Если dimE =∞, то ни для ка-
кого t0 > 0 операторы C(t0, A) и C(2t0, A) не могут быть ком-
пактными одновременно.

Предложение 10.1.4 ([270]). В условиях Предложения 10.1.1
с необходимостью dimE <∞.

Теорема 10.1.1 ([270]). Следующие условия эквивалентны:
(i) C0-синус оператор-функция S(·, A) ∈ B0(E);

(ii) резольвента (λ2I − A)−1 ∈ B0(E) для любого λ с Reλ >
ωc(A) .

Теорема 10.1.2 ([62]). Следующие условия эквивалентны:
(i) производящий оператор A ∈ B0(E);

(ii) оператор λ2(λ2I − A)−1 − I ∈ B0(E) для каждого λ >
ωc(A);
(iii) оператор S(t, A)− tI ∈ B0(E) для любого t ∈ R;
(iv) оператор C(t, A)− I ∈ B0(E) для любого t ∈ R.

Предложение 10.1.5 ([158]). Пусть оператор C(t, A)− I ∈
B0(E) для любого t ∈ R. Тогда оператор λ(λI − A)−1 − µ(µI −
A)−1 ∈ B0(E) при всех λ, µ ∈ ρ(A) таких, что Reλ,Reµ >
ωc(A).
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Предложение 10.1.6 ([158]). Пусть оператор C(t, A)− I ∈
B0(E) при каждом t ∈ (α, β) при некоторых α < β. Тогда опе-
ратор C(t, A)− I ∈ B0(E) при любом t ∈ R.

Предложение 10.1.7 ([158]). Если оператор S(t, A) − tI ∈
B0(E) при каждом t ∈ (α, β) при некоторых α < β, то опера-
тор S(t, A) − tI ∈ B0(E) при любом t ∈ R.

Предложение 10.1.8 ([59]). Пусть C0-синус оператор-фу-
нкция S(·, A) и оператор-функция C(t, A) − I компактны при
каждом t ∈ R. Тогда пространство E с необходимостью ко-
нечномерно.

Доказательство. В силу наших предположений из Теоремы
10.1.1 и Теоремы 10.1.2 следует, что резольвента (λI − A)−1

и оператор λ(λI − A)−1 − I компактны при некотором λ �= 0.
Отсюда следует, что I является компактным оператором, т.е.
E конечномерно.

Определим множества

NBI0 = {t > 0 : оператор C(t, A)

не имеет ограниченного обратного},

NBI1 = {t > 0 : оператор S(t, A)

не имеет ограниченного обратного}.

Предложение 10.1.9 ([158]). Пусть оператор C(t, A)− I ∈
B0(E) при всех t ∈ R. Тогда множества NBI0 и NBI1 одно-
временно либо пусты, либо являются бесконечными мощности
континуум и существуют константы α0, α1 > 0 такие, что
NBIj ⊆ (αj ,∞), j = 0, 1.

§ 10.2. Компактность разности косинусов

Многие системы с распределенными параметрами могут
быть приведены к виду

v′(t) = Av(t) +Bu(t), v(0) = v0, t ∈ R+, (10.1)

где A порождает C0-полугруппу в фазовом гильбертовом или
баховом пространствах E, а B — оператор управления, дейст-
вующий из пространства управлений в фазовое пространство.
При построении обратной связи u(t) = Fv(t) с некоторым опера-
тором обратной связи из фазового пространства в пространство
управлений, замкнутая система приобретает вид

v′(t) = (A+BF )v(t), v(0) = v0, t ∈ R+. (10.2)
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В контексте теории стабилизации, желательно выбрать опера-
тор обратной связи F с тем, чтобы замкнутая система приобре-
ла свойства устойчивости, которые не имеет исходная система.
Важный класс физических приложений составляет класс опера-
торов F , для которых BF компактен в фазовом пространстве.
Когда BF компактен, в [287] впервые доказано, что полугруппы
exp ((A+BF )t и exp(tA) компактны для любого положительно-
го t. Следовательно,

ωess(A) = ωess(A+BF ), (10.3)

где ωess обозначает существенную скорость роста ассоциирован-
ной полугруппы. Свойство (10.3) выполняется для любых двух
C0-полугрупп, если только их разность компактна для некото-
рого t > 0 (см. теорему 3.52 в [201]). Это составляет осному
”метода компактности”, который использовался для изучения
стабилизации систем теории упругости (см. [244]) и спектраль-
ного свойства транспортного уравнения (см. [280]). Метод ком-
пакности был сформулирован впервые в [273] для гильбертовых
пространств и позже был обобщен на банаховы пространства
в [149]; он утверждает, что компактное возмущение не может
сделать систему экспоненциально устойчивой, если она асимп-
тотически, но не экспоненциально устойчива.
Это обстоятельство привело к общему изучению необхо-

димых и достаточных условий компактности разности двух
C0-полугрупп. Недавний результат [189] состоит в том, что
exp(tA)− exp(tB) компактна для некоторого t > 0 в том и толь-
ко том случае, если R(λ,A) − R(λ,B) компактна при условии
непрерывности нормы.
С другой стороны, большинство управляемых гиперболичес-

ких систем более удобно записывать в виде эволюционного урав-
нения второго, а не первого порядка в абстрактном пространст-
ве (см. [18]), [248]:

v′′(t) = Av(t) +Bu(t), v(0) = v0, v
′(0) = v1, t ∈ R+. (10.4)

Система (10.4) может быть приведена к уравнению первого
порядка (3.5), но, тем не менее, здесь имеются некоторые проб-
лемы, поскольку A не порождает C0-полугруппы на E × E. В
связи с этим интересен вопрос о компактности разности двух
C0-косинус оператор-функций.
Пусть C(t, A) и C(t,B) — косинус оператор-функции на ба-

наховом пространстве E соответственно порожденные A и B

и удовлетворяющие неравенствам ‖C(t, A)‖, ‖C(t,B)‖ � Mew|t|,
t ∈ R, для некоторых постоянных M, w � 0. Обозначим также
∆A,B(t) = C(t, A)− C(t,B) для всех t ∈ R.
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Теорема 10.2.1 ([190]). Пусть ∆A,B(t) непрерывна по нор-
ме при t > 0. Тогда при всех λ > w2 оператор R(λ;A)−R(λ;B)
компактен в том и только том случае, если ∆A,B(t) компакт-
на при t � 0.

Можно охарактеризовать непрерывность по норме в гильбер-
товом пространстве аналогично теореме 2.5 in [189], а доказа-
тельство этого — простая модификация.

Предложение 10.2.1. Пусть A и B порождают косинус–
функции C(t, A) и C(t,B) соответственно на гильбертовом
пространстве H, а ‖C(t, A)‖, ‖C(t,B)‖ � Meωt для некоторых
постоянных M � 1, ω ∈ R. Тогда разность C(t, A)−C(t,B) не-
прерывна по норме при t > 0 в том и только том случае, если
для любого σ > ω

lim
|r|→∞

‖(σ + ir)
(
R((σ + ir)2, A)−R((σ + ir)2, B)

)
‖ = 0

и

lim
n→∞

∫ ∞
n

‖(σ ± ir)
(
R((σ ± ir)2, A)−R((σ ± ir)2, B)

)
x‖2dr = 0,

lim
n→∞

∫ ∞
n

‖(σ ± ir)
(
R((σ ± ir)2, A∗)−R((σ ± ir)2, B∗)

)
y‖2dr = 0

равномерно при x ∈ H, y ∈ H∗ with ‖x‖, ‖y‖ � 1.

Случай синус-функций более простой.

Теорема 10.2.2 ([190]). Пусть S(t, A) и S(t,B)— соответ-
ствующие синус-функции для C(t, A) и C(t,B). Тогда разность
S(t, A) − S(t,B) компактна при t > 0 в том и только том
случае, если разность R(λ;A)−R(λ;B) компактна при λ > w2.

Установим теперь аналогичный результат для косинуса как
это сделано в [189], предложение 2.7.

Предложение 10.2.2 ([190]). Предположим, что ∆A,B(t)
компактна при t > 0 и непрерывна по норме в t = 0. Тогда

lim
h→0

‖∆A,B(t+ h)− 2∆A,B(t) + ∆A,B(t− h)‖ = 0

для любого t � 0.
(10.5)
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Доказательство. Имеем

∆A,B(t+ h) + ∆A,B(t− h)− 2∆A,B(t) =

=
(
C(t+ h,A) + C(t− h,A)

)
−

−
(
C(t+ h,B) + C(t− h,B)

)
− 2∆A,B(t) =

= 2C(t, A)C(h,A) − 2C(t,B)C(h,B)− 2∆A,B(t) =

= 2
(
C(t, A)C(h,A) − C(h,A)C(t,B)

)
+

+2
(
C(h,A)C(t,B)− C(t,B)C(h,B)

)
− 2∆A,B(t) =

= 2C(h,A)∆A,B(t) + 2∆A,B(h)C(t,B) − 2∆A,B(t) =

= 2[C(h,A) − I]∆A,B(t) + 2∆A,B(h)C(t,B)→ 0 при h→ 0.

Замечание 10.2.1. В доказательстве теоремы 10.2.1 на са-
мом деле использовалось (10.5), а не непрерывность по норме
разности ∆A,B(·).

Теорема 10.2.3 ([190]). Пусть ∆A,B(t) непрерывна по нор-
ме по t в 0. Тогда ∆A,B(t) компактна при t > 0 в том и только
том случае, если R(λ;A)−R(λ;B) компактна при λ > w2 и вы-
полняется (10.5).

Предложение 10.2.3 ([190]). Предположим, что выполне-
ны условия теоремы 12.2.1 (соотв. теоремы 12.3.1), Тогда
∆A,A(I+B)(t) (соотв. ∆A,(I+B)A(t)) компактна при t > 0 в том
и только том случае, если ∆A,A(I+B)(t) (соотв. ∆A,(I+B)A(t)

) удовлетворяет (10.5) и R(λ;A) − R(λ;A(I + B)) (соотв.
R(λ;A) − R(λ; (I + B)A)) компактна при достаточно больших
λ.

Мы завершим этот раздел сравнением результатов о разнос-
ти полугрупп и косинус оператор функций. Сначала рассмот-
рим ограниченные возмущения. Хорошо известно, что когда A
порождает C0-полугруппу exp(tA), то A + B, B ∈ B(E), так-
же порождает C0-полугруппу exp t(A+B). В [299] показано, что
exp t(A+B) − exp(tA) непрерывна по норме при t > 0 в том и
только том случае, если она компактна при t > 0. Что же ка-
сается случая косинуса, то условие компактности может быть
снято.

Теорема 10.2.4 ([190]). Пусть A — генератор косинус-
функции C(t, A), B ∈ B(E). Тогда ∆A+B,A(t) непрерывна по
норме по t ∈ R.
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Сопоставляя теоремы 10.2.1 и 10.2.4, имеем следующее
утверждение.

Теорема 10.2.5 ([190]). Пусть B ∈ B(E) и A порождает
косинус–функцию. Тогда ∆A+B,A(t) компактна при t > 0 в том
и только том случае, если R(λ;A+B)−R(λ;A) компактна при
достаточно больших λ.

Предложение 10.2.4 ([190]). Предположим, что C0-полуг-
руппы exp tA и exp(tB) коммутируют и D(B) ⊆ D(A). Пред-
положим также, что exp(tB) — C0-группа. Если Θ(t) :=
exp(tA)− exp(tB) компактна при всех t > 0, то A = B+K, где
оператор K компактен.

Доказательство. Можно написать

exp(−tB)Θ(t) = exp(−tB) exp(tA)− I, t ∈ R+.

По предположению, оператор exp(−tB) exp(tA) − I компактен
для любого t > 0 и, кроме того, exp(−tB) exp tA — C0-
полугруппа с генератором A−B. Из [108] следует, что оператор
A−B компактен.

Для косинусов с ограниченными генераторами также спра-
ведливо

Предложение 10.2.5 ([190]). Пусть оператор B ∈ B(E).
Тогда ∆A,B(t) компактна в том и только том случае, если
разность A−B компактна.

Доказательство. Компактность ∆A,B(t) для любого t > 0
влечет, что (см. [281]) разность R(µ;A) − R(µ;B) компактна
для некоторого µ. В таком случае оператор I − (µI −B)R(µ;A)
компактен. Это означает, что (µI − B)R(µ;A) — фредголь-
мов оператор индекса нуль, т.е. он имеет замкнутую область
значений R((µI − B)R(µ;A)) = E. Так как µ − B взаимно-
однозначно на E, то получаем, что R(R(µ;A)) = E. По тео-
реме Банаха µI −A ограничен. Так как оператор A ограничен,

то имеем
∥∥∥∥ 2t2 ∫ t0 S(s,A) ds − I

∥∥∥∥ → 0 при t → 0. Следователь-

но, операторr
∫ t
0 S(s,A) ds обратим. Если ∆A,B(t) компактна, то

B
∫ t
0(S(s,B)− S(s,A)) ds также компактна. Теперь из того, что

∆A,B(t) = (A−B)

∫ t

0
S(s,A) ds−B

∫ t

0
(S(s,B)− S(s,A)) ds

следует, что разность A−B — компактный оператор.
Обратно, если A−B — компактный оператор, то A ограни-

чен и
R(λ;A)−R(λ;B) = R(λ;A)(B −A)R(λ;B)
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компактен, так что компактность ∆A,B(t) следует из теоремы
10.2.1.

В следующем примере A и B оба порождают C0-полугруппу
и косинус-функцию. Оператор exp(tA)− exp(tB) компактен при
всех t > 0, но разность C(t, A)− C(t,B) не компактна.

Пример 10.2.1 ([190]). Пусть E = l1 и пусть {en} — стан-
дартный базис для него, т.е. en = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0, ...), где 1

стоит на месте n–той координаты. Пусть

Ax :=
∞∑
n=1

−n(x, en)en, Bx :=
∞∑
n=1

−(n+ n2)(x, en)en,

где x = (x1, x2, ..., xn, ...), (x, en) = xn, ‖x‖l1 =
∑∞

i=1 |x
i|. Тогда

C0-полугруппы, ими порожденные, — это

exp(tA)x =
∞∑
n=1

e−nt(x, en)en,

exp(tB)x =
∞∑
n=1

e−(n+n
2)t(x, en)en.

Косинус-функции задаются формулой

C(t, A)x =
∞∑
n=1

cos(nt)(x, en)en,

C(t,B)x =
∞∑
n=1

cos(n+ n2)t(x, en)en.

Так как e−nt − e−(n+n
2)t → 0 при n → ∞, то оператор

exp(tA)− exp(tB) можно аппроксимировать по норме последова-
тельностью операторов с областями значений конечной размер-

ности SN (t)x =
∑N

n=1

(
e−nt − e−(n+n

2)t
)
(x, en)en. Так что опе-

ратор exp(tA) − exp(tB) компактен при t � 0. Тем не менее,
C(t, A)−C(t,B) не компактна. В самом деле, возьмем t = π/2 и

выберем {yk} := {(δ2k+1n )} ∈ l1, где δji — дельта-символ Кроне-
кера. Теперь при n = 2k+1 получаемs nt = kπ+π/2 и (n+n2)t =
2k2π+3kπ+π. Так что имеем cos(nt)−cos((n+n2)t) = ±1, когда
k в точности делится на 2, выбираем +; в противном случае —
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−. Таким образом,

(C(π/2, A) − C(π/2, B))yk = {[cos(nt)− cos(n+ n2)t]δ2k+1n } =

= {±δ2k+1n },

что означает, что ‖[C(π/2, A)−C(π/2, B)](yk−ym)‖l1 = 2 при k �=
m. Значит нельзя выбрать сходящейся подпоследовательности
из последовательности {[C(π/2, A)−C(π/2, B)]yk}. Можно также
увидеть, что C(t, A) − C(t,B) не непрерывна по норме по t. В

самом деле, для каждого t > 0, определим sk = t+
1

k + k2
. Тогда

sk → t при k →∞ и∥∥∥[C(t, A) −C(t,B)]− [C(sk, A)− C(sk, B)]
∥∥∥
B(l1)

=

=
∥∥∥{[cos(nt)− cos(nsk)]− [cos(n+ n2)t− cos(n+ n2)sk]}

∞
n=1

∥∥∥
l∞
�

� 2
∣∣∣ sin(k

2
(sk + t)

)
sin

(
k

2
(sk − t)

)
−

− sin

(
k + k2

2
(sk + t)

)
sin

(
k + k2

2
(sk − t)

) ∣∣∣ =
= 2

∣∣∣ sin(k
2
(sk + t)

)
sin

(
1

2(1 + k)

)
−

− sin((k + k2)t+ 1/2)) sin
1

2

∣∣∣.
Ясно, что sin 1

2(1+k) → 0 при k → ∞. Но sin((k + k2)t + 1/2)) не

сходится к 0 при k →∞ для любого t > 0! Для доказательства
предположим противное: sin((k + k2)t + 1/2)) → 0 при k → ∞.

Тогда sin((k+1+(k+1)2)t+1/2)→ 0 k →∞. Теперь поскольку

sin((k + 1 + (k + 1)2)t+ 1/2) =

= sin(((k + k2)t+ 1/2) + 2(k + 1)t)

= sin((k + k2)t+ 1/2)) cos(2(k + 1)t) +

+cos((k + k2)t+ 1/2)) sin(2(k + 1)t),

то получаем, что sin(2(k + 1)t) → 0 при k → ∞, потому что
cos((k + k2)t + 1/2) не может сходиться к 0 в соответствии с
соотношением sin2 x + cos2 x = 1. Следовательно, sin(2(k + 1 +
1)t) → 0 при k → ∞. Таким образом, из sin(2(k + 1 + 1)t) =
sin(2(k + 1)t) cos(2t) + cos(2(k + 1)t) sin(2t) получаем sin(2t) → 0
при k → ∞. Поэтому имеем t = nπ/2 для некоторых n ∈ N. Но
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для таких t находим, что sin((k + k2)t + 1/2)) = ± sin(1/2), это
противоречит предположению о сходимости к 0. Это означает,
что разность C(t, A)− C(t,B) не непрерывна по норме.

Обратного не может быть: справедливо

Предложение 10.2.6 ([190]). Предположим, что A и B по-
рождают C0-косинус-функции C(t, A) и C(t,B). Если разность
C(t, A) − C(t,B) компактна при t > 0, то разность exp(tA) −
exp(tB) таже компактна. Кроме того, если C(t, A) − C(t,B)
непрерывна по норме при t > 0, то разность C(t, A) − C(t,B)
компактна при t > 0 в том и только том случае, если
exp(tA)− exp(tB) компактна.

Доказательство. Так как разность C(t, A) − C(t,B) ком-
пактна, то из [281] следует, что S(t, A) − S(t,B) =

∫ t
0(C(s,A) −

C(s,B))ds также компактна, что влечет, что R(λ;A) − R(λ;B)
компактна по теореме 10.2.2. Кроме того, так как exp(tA) и
exp(tB) аналитичны, то разность exp(tA) − exp(tB) непрерыв-
на по норме, а компактность exp(tA) − exp(tB) следует из тео-
ремы 2.3 в [189]. Если дополнительно C(t, A) − C(t,B) непре-
рывна по норме, то из компактности exp(tA) − exp(tB) сле-
дует, что R(λ;A) − R(λ;B) компактна. Теперь компактность
C(t, A)−C(t,B) следует из теоремы 10.2.1.

Следующее утверждение обобщает предложение 2.7 из [189].

Предложение 10.2.7 ([281]). Пусть D(A) ⊆ D(B), где A
порождает аналитическую полугруппу exp tA, а B — генера-
тор C0-полугруппы exp(tB). Если Θ(t) := exp(tA)−exp(tB) ком-
пактна при t > 0, то Θ(t) непрерывна по норме при t � 0.

§ 10.3. Компактность семейств F (·) и G(·)

Определение 10.3.1. C0-семейство мультипликативного воз-
мущения F (·) (соотв. C0-семейство аддитивного возмущения
G(·)) называется компактным, если операторы F (t) (соотв.
G(t)) компактны для каждого t ∈ R+.

Предложение 10.3.1. Если C0-синус оператор-функция
S(·, A) компактна и если семейство мультипликативного воз-
мущения F (·) - непрерывно по норме в нуле, тогда F (·) ком-
пактно. То же самое справедливо и для C0-семейства адди-
тивного возмущения.

Доказательство. Интегрируя равенство (2.1) по t от 0 до
τ , получаем

∫ τ+h

τ
F (η)xdη −

∫ τ

τ−h
F (η)xdη = 2S(τ,A)F (h)x. (10.6)
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Компактность S(·, A) влечет компактность левой части (10.6)
для любых τ, h ∈ R+. Поскольку F (·) равномерно непрерывна,
мы можем взять в (10.6) производную по τ без потери свойст-
ва компактности, так что получающаяся левая часть в (10.6)
остается компактным оператором. Используя условия F (0) = 0
и равномерную непрерывность F (·) и устремляя τ к нулю, по-
лучаем, что F (h) компактен для каждого h ∈ R+.
Требование равномерной непрерывности в Предложении

10.3.1 является и необходимым, как показывает

Предложение 10.3.2 ([236]). Если семейство мультипли-
кативного возмущения F (·) компактно, то семейство F (·)
равномерно непрерывно на R+.

Доказательство. Поскольку F (·) компактно, то преобразо-
вание Лапласа F̂ (·) также компактно (см. [281]). В силу фор-
мулы (iv) Предложения 2.4.1 утверждение доказано, поскольку
сильная сходимость становится равномерной сходимостью после
умножения на компактный оператор справа.

Предложение 10.3.3 ([236]). Пусть C0-косинус оператор-
функция C(·, A) на банаховом пространстве E такова, что
каждое из семейств мультипликативного возмущения F (·)
(или C0-семейств аддитивного возмущения G(·)) для C(·, A)
компактно. Тогда E должно быть конечномерно.

Доказательство. По предположению, два частных семейства
мультипликативного возмущения

F1(t) = C(t, A)− I и F2(t) =

∫ t

0
S(s,A) ds

компактны. Тогда, поскольку мы знаем (см. Теорему 10.1.2),
что оператор C(t, A) − I компактен для всех t ∈ R+, тогда
и только тогда, когда генератор A компактен, то семейство
C(·, A) непрерывно по норме на R+. Таким образом, оператор
C(0, A) = I, являющийся пределом по норме компактных опера-
торов 2t−2F2(t) при t → 0, является компактным. Отсюда сле-
дует, что E конечномерно.

Глава 11

СОПРЯЖЕННЫЕ КОСИНУС
ОПЕРАТОР-ФУНКЦИИ

Сопряженные по Филлипсу косинус оператор-функции мало
рассматривались в литературе, с одной стороны, в силу тесных
аналогий с теорией C0-полугрупп операторов, а с другой – в
силу отсутствия сильно значимых приложений. Мы по существу
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воспользуемся свойствами C(·, A)� в теории возмущений при
рассмотрении теорем о возвышении.

§ 11.1. Сопряженные по Филлипсу C0-косинус
оператор-функции

Обозначим через C(t, A)�, t ∈ R, сужение C(t, A)∗|E�, t ∈ R,
где E� ⊆ E - подпространство, на котором сопряженное семей-
ство C(·, A)∗ сильно непрерывно в нуле.

Предложение 11.1.1 ([221]). Для C0-косинус оператор-фу-
нкции C(·, A), заданной в E, имеем
(i) если x∗ ∈ D(A∗), то при любом t ∈ R

C(t, A)∗x∗ ∈ D(A∗) и A∗C(t, A)∗x∗ = C(t, A)∗A∗x∗

и при любом x ∈ E выполняется равенство

〈x, (C(t, A)∗ − I∗)x∗〉 =
∫ t

0
(t− s)〈x,C(s,A)∗A∗x∗〉ds;

(ii) включение x∗ ∈ D(A∗) имеет место тогда и только
тогда, когда существует предел

w∗- lim
s→0+

(2/s2)(C(s,A)∗ − I∗)x∗ = y∗, причем A∗x∗ = y∗.

Теорема 11.1.1 ([221]). В обозначениях Предложения 11.1.1
имеем
(i) подпространство E� = D(A∗), где замыкание понимает-

ся в сильной топологии пространства E∗;
(ii) подпространство E� инвариантно относительно

C(t, A)∗, и C(t, A)�, t ∈ R, является C0-косинус оператор-
функцией на E�;
(iii) производящий оператор A� C0-косинус оператор-

функции C(·, A)� является максимальным из сужений опера-
тора A∗ на E�, (т.е A� - часть оператора A∗ на E�);

(iv) если E рефлексивно, то E� = E∗ и A� = A∗;
(v) при каждом t ∈ R+ оператор C(t, A)∗ является w∗-

замыканием оператора C(t, A)�.

Предложение 11.1.2 ([221]). Для любого x∗ ∈ D(A∗) имеем

||(C(t, A)∗ − I∗)x∗|| � (t2/2))||A∗x∗|| · sup
0�s�t

||C(s,A)||.
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§ 11.2. Сопряженные семейства

Определение 11.2.1. Оператор - функция K(t), t ∈ R, за-
данная в пространстве E∗ и удовлетворяющая в нем услови-
ям K(0) = I∗ и функциональному уравнению косинуса (см. (i)
на стр. 29), называется w∗-непрерывной C0-косинус оператор-
функцией, если при каждом t ∈ R+ оператор K(t) непрерывен
в пространстве E∗ в w∗-топологии (пишут w∗−w∗-непрерывен)
и для любого x∗ ∈ E∗ функция t → K(t)x∗ является w∗-
непрерывной в E∗ по t ∈ R.

Предложение 11.2.1 ([256]). Оператор Q ∈ L(E∗) являет-
ся w∗ − w∗ замкнутым тогда и только тогда, когда он яв-
ляется сопряженным к плотно определенному и замкнутому
оператору Q ∈ C(E). Более того, D(Q) = E∗ тогда и только
тогда, когда D(Q) = E и в этом случае оба Q и Q являются
ограниченными, причем ‖Q‖ = ‖Q‖.

Теорема 11.2.1 ([256]). Для того, чтобы оператор-функция
K(t) на E∗ была w∗-непрерывной C0-косинус оператор-
функцией, необходимо и достаточно, чтобы K(·) = C(·, A)∗,
где C(·, A) некоторая C0-косинус оператор-функция. Если Q –
производящий оператор K(t), t ∈ R, (в смысле w∗-топологии)
и A производящий оператор C0-косинус оператор-функции
C(·, A), то Q = A∗.

Для w∗-непрерывной C0-косинус оператор-функции с произ-
водящим оператором Q примем обозначение K(t,Q).

Предложение 11.2.2 ([256]). В обозначениях Теоремы 11.2.1
следующие условия эквивалентны:
(i) элемент x∗ ∈ D(Q);

(ii) ||K(t,Q)x∗ − x∗|| = O(t2) при t→ 0;

(iii) limt→0+t
−2||K(t,Q)x∗ − x∗|| <∞.

Предложение 11.2.3 ([256]). Пусть Q ∈ L(E∗). Оператор
Q порождает w∗-непрерывную C0-косинус оператор-функцию
тогда и только тогда, когда он w∗ - плотно определен, w∗−w∗

- замкнут и существуют константы M > 0 и ω > 0 такие,
что при Reλ > ω точка λ2 ∈ ρ(Q) и∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ dmdλm (λ(λ2I∗ −Q)−1)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ � Mm!

(λ− ω)m+1
, m ∈ N.

Предложение 11.2.4 ([256]). Если множество D ⊆ D(Q) w∗-
плотно в D(Q) и инвариантно относительно w∗-непрерывной
C0-косинус оператор-функции K(·, Q), то D есть w∗-
сердцевина оператора Q.
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Предложение 11.2.5 ([256]). Для w∗-непрерывных C0-коси-
нус оператор-функций K(t,Q1),K(t,Q2) следующие условия эк-
вивалентны:
(i) области определения D(Q1) ⊆ D(Q2);

(ii) ‖(K(t,Q1) − K(t,Q2))x
∗‖ = O(t2) при t → 0 для любого

x∗ ∈ D(Q1).

Предложение 11.2.6 ([256]). Следующие условия эквива-
ленты:

(i) ‖K(t,Q1)−K(t,Q2)‖ = O(t2) при t→ 0;
(ii) D(Q1) = D(Q2) и Q2 − Q1-ограниченный оператор на

D(Q1);
(iii) D(Q1) ⊆ D(Q2) и Q2 − Q1-ограниченный оператор на

D(Q1);
(iv) D(Q2) ⊆ D(Q1) и Q2 − Q1-ограниченный оператор на

D(Q2).
Более того, в этих случаях

||Q2 −Q1|| � limt→02t
−2||K(t,Q1)−K(t,Q2)|| �

� sup
t∈R+

2t−2||K(t,Q1)−K(t,Q2)||,

причем равенства достигаются, например, на сжимающих w∗-
непрерывных C0-косинус оператор-функциях.

Предложение 11.2.7 ([256]). Если K(t,Q1) − K(t,Q2) =

o(t2) при t→ 0, то K(t,Q1) = K(t,Q2), t ∈ R.

Предложение 11.2.8 ([256]). Для w∗-непрерывной C0-косинус
оператор-функции K(t,Q), t ∈ R, имеем

N (Q) =
⋂
t>0

N
(
K(t,Q)− I∗

)
,

и w∗-cl(R(Q)) есть w∗-cl(
⋃
t>0R

(
K(t,Q)− I∗

)
).

Если E является пространством Гротендика, то

R(Q) = w-cl

(⋃
t>0

R
(
K(t,Q)− I∗

))
=

= span{R(K(t,Q)− I∗) : t ∈ R+},

где замыкание понимается в сильной топологии E∗.
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Введем обозначения

Q1s := s- lim
t→∞

t−1S(t, A)∗,

Q1w := w- lim
t→∞

t−1S(t, A)∗,

Q1w∗ := w∗- lim
t→∞

t−1S(t, A)∗.

Предложение 11.2.9 ([256]). Предположим, что при Q =
A∗ выполнены условия
(a) ‖S(t, A)‖ = O(t) при t→∞;

(b) w∗- lim
t→∞

t−1
(
(K(t+ s,Q)−K(t− s,Q)

)
S(s,A)∗x∗ = 0 при

всех x∗ ∈ E и s ∈ R+.
Тогда
(i) Q1s ⊆ Q1w ⊆ Q1w∗ - являются проекторами, причем

||Q1w∗‖ � limt→∞t
−1||S(t, A)||, а D(Q1s) ⊆ D(Q1w) и D(Q1w∗)

сильно замкнуты;
(ii) R(Q1s) = R(Q1w) = R(Q1w) = N (Q), N (Q1s) ⊆ N (Q1w) ⊆

R(Q) и

Sh := span{R(K(t,Q) − I∗) : t > 0} ⊆ N (Q1w∗) ⊆ w∗-cl(R(Q)).

Если условие (b) заменить на более сильное условие

(b′) s- limt→∞
1
t

(
K(t + s,Q) − K(t − s,Q)

)
S(s,A)∗ = 0 при всех

s ∈ R+, то Sh ⊆ N (Q1s).

Предложение 11.2.10 ([256]). Пусть выполнены условия
(a) и (b) из Предложения 11.2.9 и E - пространство Гротен-
дика. Тогда

R(Q1w∗) = N (Q), N (Q1w∗) = R(Q)

и
D(Q1w∗) = N (Q)⊕R(Q) = E∗.

Если же выполнено и условие (b′), то K(·, Q) сильно (C, 1) эр-
годична, т.е. D(Q1s) = E∗.

Определение 11.2.2. Обозначим через Q2s, Q
2
w и Q2w∗ чеза-

ровские (C, 2)-осреднения соответственно определению чезаров-
ских (C, 1)-осреднений Q1s, Q

1
w и Q1w∗.
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Предложение 11.2.11 ([256]). Пусть ‖T (t, A)‖ = O(t2) при
t→∞ и s- lim

t→∞
t−2K(t,Q)x∗ = 0 при всех x∗ ∈ D(Q). Тогда Q2s =

Q2w ⊆ Q2w∗ - ограниченные проекторы такие, что

‖Q2w∗‖ � lim
t→∞

2t−2||T (t, A)||, R(Q2s) = R(Q2w∗) = N (Q),

R(Q) = N (Q2s) ⊆ N (Q2w∗) ⊆ w∗-cl(R(Q)).

Подпространства D(Q2s) и D(Q2w∗) сильно замкнуты в E∗

и D(Q2s) = N (Q) ⊕ R(Q) = {x∗ ∈ E∗ : ∃ tn → ∞ :

lim
n→∞

2t−2n T (tn)x
∗ существует}.

Предложение 11.2.12 ([256]). Пусть

Gx∗ := s- lim
t→0+

t−1S(t, A)∗x∗

для тех x∗ ∈ E∗, для которых предел существует. Тогда для
w∗-непрерывной C0-косинус оператор-функции K(·, Q) с Q =
A∗, имеем

D(G) =
⋃
t>0

R(S(t, A)∗) = {x∗ ∈ E∗ : ∃ tn →∞ :

w∗- lim
n→∞

t−1n S(tn, A)
∗x∗ существует}.

При этом G = ID(G).

Глава 12

ВОЗМУЩЕНИЯ C0-КОСИНУС
ОПЕРАТОР-ФУНКЦИЙ

Теория возмущений C0-косинус оператор-функций интерес-
ным образом отличается от теории возмущений полугрупп. С
одной стороны, производящий оператор C0-косинус оператор-
функции лежит в более узком, чем G(M,ω), классе операторов,
например, он всегда порождает аналитическую C0-полугруппу
и поэтому достаточно просто определены его дробные степени
(−A)α, 0 � α � 1. С другой стороны, до сих пор нет полной
ясности, является ли возмущение M.Watanabe наиболее силь-
ным возмущением и что происходит с SV мультипликативного
семейства возмущений, если SV (F (·), t) = O(tα), t → 0+, при
некотором 0 < α < 1.
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§ 12.1. Общие мультипликативные теоремы

Приведем следующую теорему (см. [191], Теорема 3.10) для
C(·, A), которая удобна для практических приложений и будет
использоваться нами несколько раз.

Теорема 12.1.1. C0-косинус оператор-функция C(·, A), удов-
летворяющая оценке ‖C(t, A)‖ �Meωt для всех t � 0, есть ко-
синус оператор-функция с производящим оператором A тогда
и только тогда, когда условие λ > ω влечет λ2 ∈ ρ(A) и имеет
место

λ(λ2I −A)−1 =

∫ ∞
0

e−λtC(t, A) dt.

Предложение 12.1.1 ([237]). Пусть A – плотно определен-
ный замкнутый линейный оператор в банаховом пространстве
E и ( ∈ B(X). Справедливы следующие утверждения:
(i) Если оператор (A порождает C0-косинус оператор-

функцию C̃(·, A), то оператор A( также порождает C0-
косинус оператор-функцию.
(ii) Если оператор A( порождает C0-косинус оператор-

функцию Ĉ(·, A) и при некотором вещественном λ оператор
λ − (A обратим, то оператор (A также порождает C0-
косинус оператор-функцию.
(iii) Если оператор A( порождает C0-косинус оператор-

функцию Č(·, A) и D((A()∗) = D(A∗), то оператор (A также
порождает C0-косинус оператор-функцию.

Определение 12.1.1. Говорят, что оператор ( ∈ B(E) при-
надлежит классу M1(A) мультипликативных возмущений гене-
ратора A косинус операторной функции C(·, A), если оператор
B = (− I удовлетворяет условию (M1):
Для всех непрерывных функций f ∈ C([0, t];E)

(M1a)
∫ t
0 S(t− s,A)B f(s)ds ∈ D(A),

(M1b) ‖A
∫ t
0 S(t− s,A)Bf(s)ds‖ �MγB(t)‖f‖[0,t],

где γB : [0,∞)→ [0,∞) — некоторая непрерывная неубывающая
функция с γB(0) = 0, а ‖f‖[0,t] = sup

0�s�t
‖f(s)‖.

Замечание 12.1.1. Если B+ I ∈M1(A), то ‖C(t+h,A)B −
C(t, A)B‖ → 0 при h → 0 для любого t. Чтобы показать это,
положим сначала в (M1b) f(t) = x при t � 0. Тогда ‖(C(h,A)−
I)B‖ → 0 при h→ 0. Это вместе с тем, что (C(·, A)−I)B — C0-
семейство мультипликативных возмущений приводит к нашему
утверждению.

Теорема 12.1.2 ([237]). Пусть A — инфинитезимальный
генератор косинус операторной функции C(·, A) на E. Если
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оператор ( принадлежит M1(A), то A( и (A являются гене-
раторами C0-косинус операторных функций. Кроме того, C0-
косинус операторная функция ,(·), порожденная A( удовле-
творяет соотношению ‖,(t)−C(t, A)‖ = O(γB(t)) (t→ 0+).

Замечание 12.1.2. (i) Если (M1a) и (M1b) выполняются
для всех функций из плотного подмножества C([0, t];E), то в
силу замкнутости A, легко видеть, что они в действительности
выполняются для всех f из C([0, t];E). Следовательно, посколь-
ку (M1a) выполняется для всех f из C1([0, t];E), которое плотно
в C([0, t];E), условие (M1) можно заменить на эквивалентное
условие

‖A
∫ t

0
S(t− s,A)Bf(s)ds‖ �MγB(t)‖f‖[0,t]

при всех f ∈ C1([0, t];E).

(12.1)

Таким образом, нужно проверить только (M1′) на практике.
(ii) Если (M1) выполняется с некоторым γB(t) = o(t2), то ,(·) ≡
C(·, A) (см. [237] Corollary 3.6), так что A(I +B) = A и AB=0.
Обратно, из последнего условия следует, что C(·, A)B = B, а
значит A

∫ t
0 S(t − s,A)Bf(s)ds ≡ 0 для всех f ∈ C([0, t],X). Та-

ким образом, (M1) выполняется с некоторым γB(t) = o(t2) в
том и только том случае, если AB = 0, и в этом случае (M1)
действительно выполняется с γB(·) ≡ 0.

Пусть (Z, | · |) — банахово пространство, удовлетворяющее
условию (Z) относительно C(·, A):
(Za) Z непрерывно вложено в E,
(Zb) для всех непрерывных функций φ ∈ C([0, t], Z)∫ t

0
S(t− s,A)φ(s)ds ∈ D(A),

(Zc) ‖A
∫ t
0 S(t− s,A)φ(s)ds‖ � γ(t) sup

0�s�t
|φ(s)|Z ,

где γ(·) : [0,∞)→ [0,∞) — непрерывная неубывающая функция
с γ(0) = 0.
Легко проверяется условие (Z) для пространств D(A) и клас-

са Фавара (FavC(·), | · |FavC(·)). В самом деле, если Z = D(A), то

выполняется (Z) с γ(t) = O(t2) при t→ 0+.

Следствие 12.1.1. Если Z – банахово пространство, удов-
летворяющее условию (Z), то I + B(E,Z) ⊆ M1(A), так что
для любого B ∈ B(E,Z) и A(I + B) и (I + B)A — генераторы
косинус операторных функций.
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Определение 12.1.2. Говорят, что оператор ( ∈ B(E) при-
надлежит классу M2(A) мультипликативных возмущений гене-
ратора A косинус операторной функции C(·, A), если оператор
B = (− I удовлетворяет соотношению

δB(t) := sup{
∫ t

0
‖BS(s,A)Ax‖ds : x ∈ D(A), ‖x‖ � 1} → 0

при t→ 0+.
(12.2)

Замечание 12.1.3. Как показал Фатторини [129] в случае
E = Lp, имеем ‖AS(t, A)x‖ = O(t2α−1) при t → 0 для 1/2 �
α � 1 и x ∈ D((A − cI)α). Поэтому ( ∈ M2(A), например, если
B = (A− cI)−β при β � 1/2.

Теорема 12.1.3 ([237]). Пусть A — инфинитезимальный
генератор косинус операторной функции C(·, A) на E. Если
оператор ( принадлежит M2(A), то и (A и A( — генерато-
ры C0-косинус операторных функций. Кроме того, C0-косинус
операторная функция C1(·), порожденная (A, удовлетворяет
соотношению ‖C1(t)−C(t, A)‖ = O(δB(t)) (t→ 0+).

§ 12.2. Возмущения семейством F (·)

Для любых фиксированного λ и оператора B ∈ B(E) пусть
FB,λ(·) и GB,λ(·) — функции, определенные как

FB,λ(t)x := (λ
2 −A)

∫ t

0
S(s,A)Bxds =

= λ2
∫ t

0
S(s,A)Bxds− (C(t, A)− I)Bx, x ∈ E, t � 0, (12.3)

GB,λ(t)x := B(λ2 −A)

∫ t

0
S(s,A)xds =

= λ2B

∫ t

0
S(s,A)xds−B(C(t, A)− I)x, x ∈ E, t � 0. (12.4)

Следующая теорема дает характеризациюM1(A) в терминах
полувариации FB,λ(·).

Теорема 12.2.1 ([237]). Оператор ( ∈ B(E) принадлежит
M1(A), т.е. B = ( − I удовлетворяет условию (M1), тогда
и только тогда, когда SV (FB,λ(·), t) = o(1) (t → 0+) для неко-
торого (и всех) λ > ω. Кроме того, в условии (M1b) можно
выбрать γB(t) = SV (FB,λ(·), t) в случае SV (FB,λ(·), t) = O(t2),

и γB(t) = O(t2) в случае SV (FB,λ(·), t) = o(t2).
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Теперь из теоремы 12.2.1 можно вывести следующую теоре-
му об аддитивном возмущении.

Теорема 12.2.2. Пусть A — генератор C0-косинус опера-
торной функции C(·, A) на E. Если P ∈ B(D(A), E) таково,
что ∫ t

0
S(t− s)Pg(s)ds ∈ D(A), (12.5)

‖A
∫ t

0
S(t− s)Pg(s)ds‖ � γP (t) sup

0�s�t
‖g(s)‖D(A) (12.6)

для всех g ∈ C([0, t],D(A)) и некоторой функции γP (·) с γP (t) =

o(1) (t → 0+), то операторы A+P и A+(A−λ)P (A−λ)−1 (λ > ω)
являются генераторами C0-косинус оператор-функций.

Доказательство. Не ограничивая общности, можно счи-
тать, что A обратим, так что A + P = (I + PA−1)A. В вви-
ду теоремы 12.2.1, нужно только проверить условие (M1) для
оператора B = PA−1. В самом деле, если f ∈ C([0, t];E), то
A−1f ∈ C([0, t],D(A)), так что полагая g = A−1f в (12.5) и
(12.6), имеем∫ t

0
S(t− s,A)Bf(s)ds =

∫ t

0
S(t− s,A)P (A−1f)(s)ds ∈ D(A)

и

‖A
∫ t

0
S(t− s,A)Bf(s)ds‖ � γP (t) sup

0�s�t
‖A−1f(s)‖D(A) �

� γP (t)(‖A
−1‖+ 1)‖f‖[0,t].

Следствие 12.2.1. Пусть A — генератор косинус опера-
торной функции C(·) на E. Если P — непрерывный оператор,
действующий из D(A) в Z (Z — банахово пространство, удов-
летворяющее условию (Z)), то A+ P и A+ (A− λ)P (A− λ)−1

(λ > ω) — генераторы косинус операторных функций.

Доказательство. Предположим, что P ∈ B(D(A), Z), и
пусть g ∈ C([0, t],D(A)). Тогда Pg ∈ C([0, t];Z) и, в силу усло-
вия (Z),

∫ t
0 S(t− s,A)Pg(s)ds ∈ D(A) и

‖A
∫ t

0
S(t− s)Pg(s)ds‖

� γP (t) sup
0�s�t

|Pg(s)|Z � γP (t)‖P‖B(D(A),Z) sup
0�s�t

‖g(s)‖D(A).

Теперь результат следует из теоремы 12.2.2.
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§ 12.3. Возмущения семейством G(·), аддитивные
возмущения

Следующая теорема дает характеризациюM2(A) в терминах
сильной вариации GB,λ(·) при x ∈ D(A), более точно, с помощью

β(GB,λ(·), t) := sup{V ar(GB,λ(·)x, t); x ∈ D(A), ‖x‖ � 1}. (12.7)

Теорема 12.3.1 ([237]). Оператор ( ∈ B(E) принадлежит
M2(A), т.е. B = ( − I удовлетворяет условию (M2), тогда и
только тогда, когда β(GB,λ(·), t) = o(1) (t → 0+) для некоторо-
го (и любого) λ > ω. Кроме того, β(GB,λ(·), t) и функция δB(t) в
условии (M2) имеет тот же порядок сходимости в нуле, если
только она имеет порядок не больший, чем O(t2).

Доказательство. Из (12.4) можно увидеть, что

Var(GB,λ(·)x, t) = Var(BC(·, A)x, t) + λ2‖B‖
∫ t

0
‖S(s,A)x‖ds

если вариация существует. Поскольку при x ∈ D(A)

Var(BC(·, A)x, t) =
∫ t

0
‖
d

ds
BC(s,A)x‖ds =

∫ t

0
‖BS(s,A)Ax‖ds,

имеем, что ‖β(GB,λ(·), t) − δB(t)‖ � λ2‖B‖
∫ t
0 ‖S(s,A)‖ds �

λ2‖B‖Meωtt2. Следовательно, δB(t) стремится к 0 при t → 0+

тогда и только тогда, когда β(GB,λ(·), t) стремится к нулю. Они
имеют одинаковый порядок сходимости в нуле, если одна из них
имеет порядок, меньший или равный чем O(t2).
Вообще говоря, M1(A) и M2(A) являются собственными под-

множествами I +B(E). Каждое из условий M1(A) = I+B(E) и
M2(A) = I + B(E) эквивалентно тому, что A ограничен. В са-
мом деле, если для любого B ∈ B(E) оператор (I +B)A порож-
дает косинус операторную функцию, то при B = −2I получаем,
что −A также порождает косинус операторную функцию. Сле-
довательно, и A и −A порождают аналитические полугруппы,
а значит A ограничен.
Из Теоремы 12.3.1 выводим следующую теорему об аддитив-

ном возмущении.

Теорема 12.3.2 ([237]). Пусть A — генератор C0-косинус
операторной функции C(·) на E. Если P — оператор, удовле-
творяющий условиям

D(A) ⊂ D(P ) и P (λ2I −A)−1 ∈ B(E)

для некоторого λ > ω;
(12.8)
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θP (t) := sup
{∫ t

0
‖PS(s)x‖ds;x ∈ D(A), ‖x‖ � 1

}
< 1

для некоторого t > 0,
(12.9)

то операторы A+P и A+(A−λ)P (A−λ)−1 являются генера-
торами C0-косинус оператор-функций. Кроме того, C0-косинус
оператор-функция C1(·), порожденная A+P удовлетворяет со-
отношению ‖C1(t)− C(t, A)‖ = O(θP (t)) (t→ 0+).

Доказательство. Можно считать, что A обратим, так
что A + P = (I + PA−1)A. Положим B = PA−1. Тогда∫ t
0 ‖BS(s)Ax‖ds �

∫ t
0 ‖PS(t)x‖ds при всех x ∈ D(A). Сдедова-

тельно, из (12.9) следует, что δB(t) � θP (t) < 1 при некотором
t > 0, а заключение следует из теоремы 12.3.1.

Из теоремы 12.2.2 можно вывести следующую теорему воз-
мущения Ватанабе [284], теорема 2.

Следствие 12.3.1 ([237]). Пусть A — генератор C0-

косинус оператор-функции C(·, A) на E. Если P ∈ B(E1, E),

то A + P и A + (A − λ)P (A − λ)−1 (λ > ω) — генерато-
ры косинус операторных функций. Кроме того, C0-косинус–
функция C1(·), порожденная A + P удовлетворяет соотноше-
нию ‖C1(t)− C(t, A)‖ = O(t) (t→ 0+).

Доказательство. В [252] доказано, что из P ∈ B(E1, E)
следует (12.8) . Для доказательства (12.9) , предположим, что
x ∈ D(A). Тогда для t ∈ [0, 1] имеем

‖PS(t, A)x‖ � ‖P‖B(E1,E)‖S(t, A)x‖E �
� ‖P‖B(E1,E)

[
‖S(t, A)x‖ + sup

0�η�1
‖AS(η,A)S(t, A)x‖

]
� K‖x‖.

Поэтому θP (t) = O(t) (t→ 0+) и значит утверждение следует из
теоремы 12.3.2.

Из теоремы 12.3.2 можно также вывести следующее следст-
вие: при a = ∞, оно является теоремой A из [259] (см. также
[252], следствие 2.1]), а когда a < ∞, оно является следствием
2.2 из [252], которое содержит теорему 3.2 из [259].

Следствие 12.3.2 ([237]). Пусть A — генератор косинус
операторной функции C(·) на E. Пусть P — оператор, удов-
летворяющий условиям (12.8) и

L(λ) := sup
{∫ a

0
e−λs‖PS(s)x‖ds; x ∈ D(A), ‖x‖ � 1

}
<∞

(12.10)
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для некоторых a ∈ (0,∞] и λ > ω. Пусть L(∞) := limλ→∞L(λ).

Тогда для каждого ε с |ε| < L(∞)−1, A+εP and A+ε(A−λ)P (A−
λ)−1 (λ > ω) являются генераторами C0-косинус оператор-
функций.

Доказательство. Выберем числа 0 < µ < µ1 < µ2 < 1 та-
кие, что |ε| = µL(∞)−1. Фиксируем настолько большое λ, что
L(λ)/L(∞) < µ1

µ , а затем фиксируем настолько малое t ∈ (0, a),

что eλt < µ2
µ1
. Тогда при всех x ∈ D(A) с ‖x‖ � 1 имеем∫ t

0
‖εPS(s,A)x‖ds � |ε|eλt

∫ t

0
e−λs‖PS(s,A)x‖ds �

|ε|eλtL(λ) = eλtµL(λ)/L(∞) � µ2
µ1
µ
µ1
µ
= µ2 < 1,

т.е. θεP (t) < 1. Утверждение теперь следует из теоремы 12.3.2.

Из этого следствия Симудзу и Миядера смогли вывести об-
общение (следствие 2.2 в [259]) теоремы возмущения Фаттори-
ни [136] и Тревиса и Вебба [272]. Последняя теорема утвержда-
ет, что если замкнутый оператор P удовлетворяет соотношени-
ям D(A) ⊂ D(P ) и PS(·, A)x ∈ C([0, 1];E) для любого x ∈ E,
то A + P является генератором C0-косинус операторной функ-
ции. Это также является непосредственным следствием теоремы
12.3.2 как это ясно из соотношения θP (t) = O(t) (t→ 0+).

Рассмотрим далее возмущения смешанного типа, вызванные
C0-семейством мультипликативных и аддитивных возмущений.
Таким образом, следующие две теоремы непосредственно следу-
ют из теорем 12.2.1, 12.3.1 и следствия 12.3.1.

Теорема 12.3.3 ([237]). Если C0-семейство мультиплика-
тивного возмущения F (·) при C(·, A) локально имеет ограни-
ченную полувариацию и если SV (F (·), t) = o(1) (t → 0+), то

оператор A1 := A(I−λF̂ (λ))+λ3F̂ (λ), λ > ω, является инфини-
тизимальным генератором некоторой C0-косинус операторной
функции C1(·).

Теорема 12.3.4 ([237]). Если C0-семейство аддитивных воз-
мущений G(·) при C(·, A) имеет локально ограниченную силь-
ную вариацию и если β(F (·), t) = o(1) (t → 0+), то оператор
A2 := (I−λĜ(λ))A+λ3Ĝ(λ), λ > ω, является инфинитезималь-
ным генератором некоторой C0-косинус операторной функции
C2(·).

114



§ 12.4. Сравнение косинус оператор-функций

В этом параграфе даются некоторые характеризации свойст-
ва, что ‖C(t, A1)−C(t, A)‖ = O(t2) (t→ 0+), а далее применяем
теорему 12.1.3 с тем, чтобы показать, что ‖C(t, A1)−C(t, A)‖ =
O(t2) (t→ 0+) и D(A) ⊆ D(A1) в том и только том случае, если
A1 — ограниченное аддитивное возмущение A.

Теорема 12.4.1 ([237]). Пусть C(·, A) — C0-косинус опе-
раторная функция, а A1 — линейный оператор. Следующие
утверждения эквивалентны:
(i) A1 порождает C0-косинус операторную функцию

C(·, A1), удовлетворяющую условию
‖C(t, A1)− C(t, A)‖ = O(t2) (t→ 0+);
(ii) Существует B ∈ B(E,FavC(·,A)) такой, что A1 = A(I−

B) + λ2B для некоторого λ > ω;
(iii) Существует B ∈ B(E) такой, что функция F (·) ≡

FB,λ(·), определенная в (12.3), квадратично липшицева и A1 =

A(I − λF̂ (λ)) + λ3F̂ (λ);
(iv) A1 порождает косинус операторную функцию C(·, A1),

D(A∗1) = D(A∗), а A∗1−A∗ — ограниченный оператор, действу-
ющий из D(A∗) в E∗;
(v) A1 порождает косинус операторную функцию C(·, A1) и

‖(λ2I −A1)
−1 − (λ2I −A)−1‖ = O(λ−4) (λ→∞).

Доказательство. Доказательство импликации (i) ⇒ (ii)
аналогично доказательству таковой для C0-полугрупп. Пусть B
— оператор, определенный как Bx := x− (λ2I−A)−1(λ2I−A1)x
для x ∈ D(A1). Так как для всех x ∈ D(A1)

‖Bx‖ =

= lim
η→0

‖x− λ2(λ2I −A)−1x+
2

η2
(λ2I −A)−1(C(η,A1)x− x)‖ =

= lim
η→0

‖x− λ2(λ2I −A)−1x+
2

η2
(λ2I −A)−1(C(η,A)x − x)−

−
2

η2
(λ2I −A)−1(C(η,A)x − C(η,A1)x)‖ �

� lim
η→0

‖(λ2I −A)−1‖
2

η2
‖C(η,A) − C1(η,A1)‖‖x‖ �

� K‖(λ2 −A)−1‖ ‖x‖,

то B ограничен и может быть продолжен до ограниченного опе-
ратора (также обозначаемого через B), действующего во всем
пространстве E. Для того, чтобы показать, что B непрерыв-
но отображает E в FavC(·,A), положим y = Bx при x ∈ D(A1).
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Тогда

lim sup
η→0

2

η2
‖C(η,A)y − y‖

� lim sup
η→0

2

η2
(
‖(λ2η2−C(η,A)+ I)(x+ y)− (λ2η2−C(η,A1)+ I)x‖

+‖C(η,A)x − C(η,A1)x‖
)
+ 2λ2‖y‖

� K‖x‖+ 2λ2‖y‖ � K(1 + 2λ2‖(λ2I −A)−1‖)‖x‖,

так что |Bx|FavC(·,A) � K(1+(1+2λ2)‖(λ2I−A)−1‖)‖x‖ при всех

x ∈ D(A1) (и, следовательно, для всех x ∈ E). Из соотношения
(λ2I−A)(x−Bx) = (λ2I−A1)x имеем A1x = A(I−B)x+λ2Bx для
всех x ∈ D(A1), т.е. A1 ⊆ A(I − B) + λ2B. Поскольку FavC(·,A)
удовлетворяет условию (Z), то из следствия 12.1.1 вытекает, что
A(I−B)+λ2B есть генератор C0-косинус операторной функции
и, следовательно, совпадает с A1.
Применяя преобразование Лапласа к F (·), получаем, что

F̂ (µ) = λ2µ−1(µ2I − A)−1B − µ(µ2I − A)−1B + µ−1B, так что
B = λF̂ (λ). Далее, используя (12.3), для всех x ∈ E имеем

| ‖F (t)x‖ − ‖(C(t, A) − I)Bx‖ | �

� ‖λ2
∫ t

0
S(s,A)Bxds‖ = O(t2) (t→ 0+),

откуда следует, что B ∈ B(E,FavC(·,A)) тогда и только тогда,

когда ‖F (t)‖ = O(t2) (t→ 0+). Следовательно, (ii) и (iii) эквива-
лентны.
(iii) ⇒ (i). Ввиду теоремы 12.3.3, нужно показать только то,

что если F (t) = O(t2) (t → 0+), то V ar(F (·), t) = O(t2) (t → 0+).
Однако, в силу (12.3), это эквивалентно тому, чтобы пока-
зать, что из ‖(C(t, A) − I)B‖ = O(t2) (t → 0+) следует, что
V ar(C(·, A)B, t) = O(t2) (t → 0+). Следовательно, предположим,
что ‖(C(s,A)− I)B‖ � Ks2 for 0 � s � τ . Для любого подразби-
ения {t0, t1, · · · , tn} of [0, t] ⊆ [0, 1] с hi = ti − ti−1 � τ , пусть ni
— наибольшее целое, такое, что nihi � ti. Имеем

C(ti, A)− C(ti−1, A) = C(ti−1, A)− C(ti−1,A − C(ti − ti−1)) +

+2C(ti−1, A)(C(ti − ti−1, A)− I),

а значит

‖C(ti, A)− C(ti−1, A)‖ � ‖C(ti − nihi, A) −C((ni + 1)hi − ti, A)‖ +

+2KMeωtnih
2
i � 2KMeωt(ni + 2)h

2
i � 4KMeωtthi.
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Поэтому
n∑
i=1

‖C(ti, A)− C(ti−1, A)‖ � 4KMeωtt
n∑
i=1

hi � 4KMeωtt2.

Следовательно, V ar(C(·, A)B, t) = O(t2) (t→ 0+).
Импликация (i) ⇔ (iv) доказана в ([235], теорема 3.5).
Для доказательства импликации (iv) ⇒ (v) запишем

‖(λ2I −A1)
−1 − (λ2I −A)−1‖ =

= ‖(λ2I −A∗1)
−1(A∗1 −A∗)(λ2I −A∗)−1‖ �

� ‖(λ2I −A1)
−1‖‖A∗1 −A∗‖‖(λ2I −A)−1‖ = O

(
1

λ4

)
.

Наконец, чтобы установить импликацию (v) ⇒ (i), запишем (см.
[235], теорема 3.9)

‖C(t, A1)x− C(t, A)x‖ =

= lim
λ→∞

λ4‖(λ2I −A1)
−1(C(t, A1)− C(t, A))(λ2I −A)−1x‖ �

� lim
λ→∞

‖
∫ t

0
S(t− s,A1)λ

4((λ2I −A1)
−1 −

−(λ2I −A)−1)C(s,A)xds‖ � Kt2‖x‖.

Следовательно, возмущения смешанного типа вида A1 =
A(I −B)+ λ2B с B ∈ B(E,FavC(·,A)) характеризуют те косинус
операторные функции C(·, A1), которые удовлетворяют соотно-
шению ‖C(t, A1) − C(t, A)‖ = O(t2) (t → 0+). В этом случае,
хотя и D(A∗1) = D(A∗), область определения A1 может не содер-
жать области определения A. Какого рода косинус операторные
функции C(·, A1) обладают тем свойством, что D(A) ⊆ D(A1)

и ‖C(t, A1) − C(t, A)‖ = O(t2) (t → 0+)? Ясно, что это — адди-
тивные возмущения A ограниченными операторами порождают
C0-косинус операторные функции с этим свойством. Следующая
теорема показывает, что они действительно характеризуют это
свойство. Другая характеризация — это возмущение смешанно-
го типа вида A1 = (I −B)A+ λ2B с R(B∗) ⊆ FavC∗(·,A).

Теорема 12.4.2. Пусть C(·, A) — C0-косинус операторная
функция. Для любого оператора A1 эквивалентны следующие
утверждения:
(i) D(A) ⊆ D(A1) и A1 порождает косинус операторную

фуекцию C1(·) такую, что
‖C(t, A1)− C(t, A)‖ = O(t2) (t→ 0+);
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(ii) Существует оператор B ∈ B(E) такой, что R(B∗) ⊆
FavC∗(·,A) и A1 = (I −B)A+ λ2B для некоторого λ > ω;

(iii) Существует B ∈ B(E) такой, что функция G(·) ≡
GB,λ(·), определенная в (12.4), квадратично липшицева в 0 и

A1 = (I − λĜ(λ))A+ λ3Ĝ(λ);
(iv) A1 = A+Q для некоторого Q ∈ B(E).

Доказательство. Импликация (iv) ⇒ (1) очевидна. Дока-
жем сначала импликацию (i) ⇒ (ii)+(iv). Так как D(A) ⊆
D(A1), то можно определить ограниченный оператор B := I −
(λ2I − A1)(λ

2I − A)−1 = (A1 − A)(λ2I − A)−1 для λ > ω. Затем
имеем A1x = (I − B)Ax+ λ2Bx for x ∈ D(A). Используя (12.4),
можно написать

G(t)x = (A1 −A)
∫ t

0
S(s,A)xds, x ∈ E, t � 0.

Так как ‖(A1 − A)x‖ � lim
t→0+

2
t2
‖(C(t, A1) − C(t, A))x‖ � K‖x‖

для всех x ∈ D(A), то оператор A1 −A допускает ограниченное
продолжение Q ∈ B(E). Таким образом, (iv) выполнено. Отсюда
также следует, что

‖G(t)x‖ � V ar(G(·)x, t) � ‖Q‖
∫ t

0
‖S(s,A1)x‖ds �

� ‖Q‖Meωtt2‖x‖, x ∈ E,

так что ‖G(t)‖ � β(GB,λ(t) = O(t2). Из теорем 12.2.1 и 12.1.3
следует, что(I − B)A + λ2B является генератором косинус опе-
раторной функции и, следовательно, совпадает с A1. Далее, ис-
пользуя (12.4) для всех x∗ ∈ E∗ имеем

| ‖G∗(t)x∗‖ − ‖(C(t, A)∗ − I∗)B∗x∗‖ | �

� ‖λ2
∫ t

0
S(s,A)∗B∗x∗ds‖ = O(t2) (t→ 0+).

Следовательно, ‖G(t)‖ = O(t2) (t → 0+) в том и только том
случае, если R(B∗) ⊆ FavC∗(·,A). Это, в частности, и заверщает
доказательство (ii).
Для доказательства импликации (ii) ⇔ (iii), теперь осталось

показать, что B = λĜ(λ). Это может быть сделано с помощью
преобразования Лапласа GB,λ(·) в (12.4).
(iii) ⇒ (i). Достаточно показать, что из R(B∗) ⊆ FavC∗(·,A)

следует ограниченность BA. В самом деле, для всех x ∈ D(A)
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с ‖x‖ � 1 и для всех x∗ ∈ E∗ имеем

|〈BAx, x∗〉| = | lim
t→0

2t−2〈(C(t, A) − I)x,B∗x∗〉|

� lim
t→0
2t−2‖(C(t, A)∗ − I∗)B∗x∗‖.

Из принципа равномерной ограниченности следует, что {BAx :
x ∈ D(A), ‖x‖ � 1} ограничен. Следовательно, оператор BA
ограничен в D(A).

§ 12.5. Сохранение свойств при аддитивных
возмущениях

Предложение 12.5.1 ([221], [284]). Пусть A ∈ C(M,ω) и
B ∈ B(E). Тогда оператор A + B порождает C0-косинус
оператор-функцию и ‖C(t, A + B) − C(t, A)‖ → 0 при ‖B‖ → 0
равномерно по любому компакту из R.

Предложение 12.5.2 ([220]). Если в условиях Предложения
12.5.1 ω̃ > ω+ M

ω ‖B‖, то существует такое число M̃ = M̃(ω),
что

‖C(t, A+B)‖ � M̃eω̃|t|, t ∈ R. (12.11)

Предложение 12.5.3 ([130]). Пусть A ∈ C(M,ω). Тогда
для x ∈ E

C(t, ζ2I +A)x = C(t, A)x+ ζt

∫ t

0

I1(ζ
√
t2 − s2)

√
t2 − s2

C(s,A)xds,

(12.12)

где I1 – функция Бесселя и

‖C(t, A+ ζ2I)‖ �M ch(
√
ζ2 + ω2 t) при ζ ∈ C.

В [130], [262], [263] приведены также другие, более точные,
оценки выражения C(t, A± ζ2I) для банаховых и гильбертовых
пространств.

Предложение 12.5.4 ([252], [285]). Пусть A ∈ C(M,ω) и
D(A) ⊆ D(G). Если существуют такие ω′ � 0 и M ′ � 1, что
ρ(A) содержит множество {z : z > ω′} и функция G(z2I−A)−1

бесконечно дифференцируема, причем

1

n!
‖(z − ω′)n+1

( d

dz

)n(
G(z2I −A)−1

)
x‖ �M ′‖x‖

при x ∈ E и любых n ∈ N и z > ω′, то A + G порождает
C0-косинус оператор-функцию.
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Предложение 12.5.5 ([142]). Если A,G ∈ C(M,ω), то опе-
ратор A + G (или его замыкание), вообще говоря, не обязан
порождать C0-косинус оператор-функцию даже в случае, ког-
да C(·, A) и C(·, G) коммутируют. Однако, всегда A+B ∈
H(π/2, ω).

Предложение 12.5.6 ([19]). Пусть A,G ∈ C(M,ω) и D1 :=
D(A)∩D(G) плотно в E. Тогда на D1 определена ”обобщенная”
косинус-функция (в смысле выполнения условий (i)-(ii) опреде-
ления 2.3.1 )

C̃(t, A+G)x = C(t, A)x+
t2

2

∫ 1
0
j1(t

√
1− s2, A)C(ts,G)xds,

где j1(t, A) :=
4
π

∫ 1
0

√
1− s2C(ts,A)xds, x ∈ D1. Если A + G по-

рождает C0-косинус оператор-функцию C(t, A+G), то C(t, A+
G) = C̃(t, A+G), t ∈ R.

Предложение 12.5.7 ([272]). Пусть A ∈ C(M,ω) и опера-
тор G ∈ C(E) таков, что
(i) для C0-синус оператор-функции R(S(t, A)) ⊆ D(G) при

всех t ∈ R;
(ii) функция GS(t, A) сильно непрерывна по t ∈ R.
Тогда оператор A + G порождает C0-косинус оператор-

функцию. При этом

C(t, A+G)x =
∞∑
k=0

Ĉk(t) и S(t, A+G)x =
∞∑
k=0

Ŝk(t), (12.13)

где Ĉ0(t) := C(t, A), Ĉk(t) :=
∫ t
0 C(t− s,A)GŜk−1(s) ds и Ŝ0(t) :=

S(t, A), Ŝk(t) :=
∫ t
0 S(t−s,A)GŜk−1(s) ds и ряды (12.13) сходят-

ся абсолютно в B(E).

Предложение 12.5.8 ([272]). В условиях Предложения 12.5.7
имеет место равенство

(λI −A−G)−1 = (λI −A)−1
∞∑
k=0

(G(λI −A)−1)k.

Предложение 12.5.9 ([270]). Если в условиях Предложения
12.5.7 C0-синус оператор-функция S(·, A) компактна, то и C0-
синус оператор-функция S(·, A +G) тоже компактна.

Предложение 12.5.10 ([266]). Пусть A1, A2 ∈ C(M,ω) и
D(A1) ⊆ D(A2). Тогда

C(t, A1)x− C(t, A2)x =

∫ t

0
S(t− s,A2)(A1 −A2)S(s,A1)xds
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при всех x ∈ D(A1).

Теорема 12.5.1 ([266], [270]). Пусть A ∈ C(M,ω) и G ∈
C(E) таков, что
(i) D(A) ⊆ D(G) ;
(ii) существует непрерывная функция K(t) со свойством

‖GS(t, A)x‖ � K(t)‖x‖ при всех x ∈ D(A).

Тогда оператор A + G порождает C0-косинус оператор-
функцию.

Предложение 12.5.11 ([270]). Пусть оператор A ∈ C(M,ω)
удовлетворяет условию (F) с оператором G ∈ C(E), причем
для некоторого оператора Q ∈ C(E) выполняется условие
D(G) ⊆ D(Q). Тогда A + Q порождает C0-косинус оператор-
функцию.

Предложение 12.5.12 ([270]). Пусть в Предложении 12.5.11
условие включения областей заменено на условие D(A) ⊆ D(Q).
Если оператор Q является G-ограниченным, то оператор A+
Q порождает C0-косинус оператор-функцию.

Предложение 12.5.13 ([259], [267]). Пусть A ∈ C(M,ω),

G ∈ M(C(t, A)), G(λI − A)−1 ∈ B(E) и |ε| < K−1∞ . Тогда
оператор A + εG порождает C0-косинус оператор-функцию,
limε→0 ‖C(t, A + εG) − C(t, A)‖ = 0 равномерно на любом ком-
пакте из R и

C(t, A+ εG) =
∞∑
k=0

εkCk(t),

где C0(t) := C(t, A); Ck(t) :=
∫ t
0 Ck−1(t − s)GS(s,A)xds , x ∈

D(A), Ck(t) – непреывное расширение Ck(t) на все E и M -
класс возмущений по Миядере.

Предложение 12.5.14 ([207]). Пусть C0-косинус оператор-
функции C(t, A1) и C(t, A2) таковы, что ‖C(t, A1)‖ � Meωt и
‖C(t, A2)‖ � Neνt при t ∈ R и ‖(A1 −A2)x‖ � a‖x‖+ b‖A1x‖ при
x ∈ D(A1). Тогда для z > ω имеем

‖
(
C(t, A1)−C(t, A2)

)
(z2I−A1)

−1‖ �
{ MN

2ν Qtsh(ωt),
MN
ω2−ν2Q

(
ch(ωt)− ch(νt)

)
,

где Q := (1 +M)b+ (a+bω
2)M

z2−ω2 .

Предложение 12.5.15 ([207]). Если в условиях Предложе-
ния 12.5.14 a, b→ 0, то

s- lim
a,b→0

C(t, A2)x = C(t, A1)x при x ∈ D(A1).
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Предложение 12.5.16. Пусть K(t, A) – w∗-непрерывная
косинус-функция и B – w∗-w∗ непрерывный оператор на E∗.
Тогда A + B является w∗-производящим оператором w∗-
непрерывной косинус-функции K(t, A + B) и lim‖B‖→0 ‖K(t, A +
B)−K(t, A)‖ = 0 равномерно на любом компакте t ∈ [0, T ].

§ 12.6. Интегральный оператор в Lp([0, T ];E)

Для C0-групп операторов и C0-косинус оператор функций
можно сформулировать специфические теоремы о возмущении,
которые предполагают некоторые условия ”гиперболичности”.
Чтобы сделать это дадим некоторые определения.
Пусть J ⊆ R – некоторый интервал. Обозначим через Σ(J ;E)

векторное пространство всех линейных комбинаций отображе-
ний в виде χjx , где x ∈ E и χj - характеристическая функция
интервала T ⊆ J , т.е. Σ(J ;E) - пространство ступенчатых
функций.
Пусть {L(t)}∞t=−∞ – сильно непрерывное семейство ограни-

ченных операторов на E и пусть A ∈ C(E). Предположим, что
справедливы следующие гипотезы:

H1. Для каждого x ∈ E и t ∈ R интеграл
∫ t
0 L(s)xds ∈ D(A)

и отображение t→ A
∫ t
0 L(s)xds непрерывно из R в E;

H2. Существуют подмножество D� ⊆ D(A∗) и константа
M � 1 такие что
a) для любого φ� ∈ D� отображение t → L∗(t)A∗φ� непре-

рывно из R в E∗;
b) для каждого x ∈ E найдется φ� ∈ D� такое, что ‖φ�‖ �

M и ‖x‖ = 〈x, φ�〉 .
В силу H1 для любого f(·) ∈ Σ(R;E) отображение t →

A
∫ t
0 L(t − s)f(s) ds непрерывно из R в E и можно определить

оператор K : Σ(R;E)→ C(R;E) по формуле

(Kf)(t) := A

∫ t

0
L(t− s)f(s) ds, t ∈ R, f(·) ∈ Σ(J ;E).

В силу H2 для каждого g�(·) ∈ Σ(R;D�) можно аналогично
определить K� : Σ(R;D�)→ C(R;E∗) по формуле

(K�g�)(s) :=

∫ ∞
s

L∗(t− s)A∗g�(t) dt, s ∈ R, g�(·) ∈ Σ(R;D�).

Пусть T > 0 конечно. Тогда операторы K и K� индуцируют
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операторы

(KT f)(t) := A

∫ t

0
L(t− s)f(s) ds,

t ∈ [0, T ], f(·) ∈ Σ(J ;E).
(12.14)

и

(K�T g
�)(s) :=

∫ T

s
L∗(t− s)A∗g�(s) ds,

s ∈ [0, T ]; g�(·) ∈ Σ(J ;D�).

Пусть p, q ∈ R+ и 1
p +

1
q = 1. Для f(·) ∈ Lp(J ;E) и g∗(·) ∈

Lq(J ;E∗) мы полагаем

〈〈f, g〉〉 =
∫
J
〈f(s), g∗(s)〉 ds

и в силу теоремы Фубини имеем

〈〈KT f, g
�〉〉 = 〈〈f,K�T g

�〉〉, f(·) ∈ Σ([0;T ];E), g�(·) ∈ Σ([0;T ];D�).

Заметим теперь, что если

|||KT |||p1,p2 := sup
{
||KT f ||Lp2([0;T ];E) :

f(·) ∈ Σ([0;T ];E), ‖f‖Lp1 ([0,T ];E) = 1
}
<∞,

то в силу плотности Σ([0;T ];E) в Lp1([0, T ];E) и замкнутости
оператора A, для любого f(·) ∈ Lp1([0, T ];E) элемент KT f(·) ∈
Lp2([0, T ];E) и определен при почти всех t ∈ [0, T ] выражени-
ем (12.14). Обратим внимание на тот факт, что если p2 = ∞,
то область определения KT на самом деле лежит в C([0, T ];E)
и KT : Lp1([0;T ];E) → C([0;T ];E) непрерывно. Аналогич-
ные рассуждения приводят к непрерывности отображения K�T :
Lq2([0;T ];E�) → C([0;T ];E∗), где E� есть сильное замыкание
D�. Кроме того, используя H2 b), получаем

|||K�T |||q2,q1 � |||KT |||p1,p2 �M |||K�T |||q2,q1, (12.15)

где 1
p1
+ 1

q1
= 1, 1

p2
+ 1

q2
= 1, и

|||K�T |||q2,q1 := sup
{
||K�T g

�||Lq1 ([0;T ];E∗) :

g� ∈ Σ([0;T ];D�), ‖g�‖Lq2 ([0;T ];E∗) = 1
}
.
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§ 12.7. Теорема о возвышении для C0-групп

Напомним, что для производящего оператора C0-полугруппы
exp(·A) область определения D(A�) является w∗-плотным в E∗

множеством и A� является замкнутым оператором в E� =

D(A�).
Рассмотрим в этом разделе оператор KT , определенный по

формуле

(KT f)(t) := A

∫ t

0
exp((t− s)A)Bf(s) ds, t ∈ [0, T ], (12.16)

где оператор B ∈ B(E).

Теорема 12.7.1 ([231]). Пусть A ∈ GR(M,ω) и KT ∈

B
(
Lp1([0, T ];E), Lp2([0, T ];E)

)
при некоторых p1, p2 ∈ R+ и

T ∈ R+. Тогда KT ∈ B
(
Lp1([0, T ];E), C([0, T ];E)

)
и сущест-

вует константа C > 0 такая, что

‖KT f‖C([0,τ ];E) � C‖f‖Lp1([0,τ ];E) для любого τ ∈ [0, T ]. (12.17)

Определение 12.7.1. Мы говорим, что оператор KT для
C0-группы exp(·A) удовлетворяет условию HG, если сущест-
вуют константы C, τ > 0 и T > 0 такие, что для любого x ∈ E
найдется функция hx(·) ∈ C([−τ, T ];E) со свойствами
(HG1) ‖hx(·)‖C([−τ,T ];E) � C‖x‖E ;

(HG2) Bhx(t) = exp(tA)Bx, −τ � t � T − τ.

Условие HG для C0-групп выполняется, например, в следу-
ющих двух случаях:
(i) когда B коммутирует с exp(·A), в этом случае hx(t) =

exp(tA)x, −τ � t � T ;
(ii) когда B ограниченно обратим, в этом случае hx(t) =

B−1 exp(tA)Bx, t ∈ [−τ, T ].

Теорема 12.7.2 ([231]). Пусть выполнены условия Теоремы
12.7.1 и дополнительно удовлетворяется условие HG. Тогда

KT ∈ B
(
L1([0, T ];E), C([0, T ];E)

)
и существует константа

C > 0 такая, что ‖KT f‖C([0,τ ];E) � C‖f‖L1([0,τ ];E) при любом
0 � τ � T .

Следствие 12.7.1 ([231]). Пусть выполнены условия Теоре-
мы 12.7.1. Тогда существуют константы L,α > 0, такие что
SV (KT , T ) � LeαTT 1/p1, T > 0.
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Следствие 12.7.2 ([231]). Пусть E = H – гильбертово, и
выполнены условия Теоремы 12.7.1. Тогда существуют кон-
станты L,α > 0, такие что SV (KT , T ) � LeαTT 1/2, T > 0.

§ 12.8. Теорема о возвышении для C0-косинус
оператор-функций

Пусть E – банахово пространство и A : D(A) ⊂ E → E –
производящий оператор C0-косинус оператор-функции {C(·, A)}
в E. Рассмотрим также сопряженное семейство {C(·, A)∗}. Хоро-
шо известно, что это также косинус-семейство линейных огра-
ниченных операторов на сопряженном пространстве, которое
может, однако, не быть сильно непрерывным.
Напомним, что пространство E� определяется как

E� = {x∗ ∈ E∗ : s− lim
t→0

C(t, A)∗x∗ = x∗ },

где предел понимается в сильной топологии пространства E∗.
С другой стороны, косинус оператор-функции могут изучать-

ся через C0-группы. Более точно, вводя пространство Кизынско-
го E1, можно свести рассмотрение к C0-группе. Как мы знаем,
семейство операторов {exp(tA)}+∞t=−∞ на E1×E определенное как

exp(tA) = U(t) =

(
C(t, A) S(t, A)
AS(t, A) C(t, A)

)
, t ∈ R, (12.18)

есть C0-группа. Ее производящий оператор есть A : D(A)×E1 ⊂

E1 ×E → E1 ×E, он задается как A =
(
0 I
A 0

)
.

Пусть B ∈ B(E) – линейный ограниченный оператор в E.
Нетрудно проверить, что семейство L(t) := S(t, A)B, t ∈ R,
удовлетворяет всем условиям, приведенным в разделе 12.6 от-
носительно D� = D(A�).
В этом разделе рассматривается непрерывность соответству-

ющего оператора свертки

(KT f)(t) := A

∫ t

0
S(t− s,A)Bf(s) ds, t ∈ [0, T ] ⊂ R+, (12.19)

в Lp([0, T ];E) нормах, p ∈ [1,+∞].
Заметим, что, в рассматриваемом случае косинус оператор-

функций не очень легко непосредственно доказать, что
‖KT ‖B(Lp1 ([0,T ];E),L∞([0,T ];E)) растет экспоненциально по T . Тем
не менее, этот факт справедлив и установлен в Теореме о воз-
вышении 12.8.1.
Естественно далее попытаться найти новый оператор сверт-

ки KT , построенный по группе U , сводящий изучение KT к из-
учению KT . Таким образом, результаты, имеющие место для
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C0-групп, непосредственно могут быть перенесены на косинус
оператор-функции. Рассмотрим ограниченный на E1×E опера-
тор

B =
(
0 0
0 B

)
и соответствующий оператор свертки

(Kh)(t) = A
∫ t

0
U(t− s)Bh(s) ds, t ∈ R, (12.20)

где h = [g, f ]T ∈ Σ([0, T ], E1 ×E).
Для T > 0, определим также оператор свертки GT :

Σ([0, T ], E)→ C([0, T ], E1) посредством равенства

(GT f)(t) =

∫ t

0
C(t− s,A)Bf(s) ds, f ∈ Σ([0, T ], E), 0 � t � T.

Далее мы имеем, что

(KTh)(t) = [(GT f)(t), (KT f)(t)]
T , 0 � t � T,

для h = [g, f ]T ∈ Σ([0, T ], E1 ×E).

Лемма 12.8.1 ([231]). Пусть p1, p2 ∈ [1,+∞] и T > 0.

(i) KT непрерывно из Lp1([0, T ], E1 × E) в Lp2([0, T ], E1 × E)
тогда и только тогда, когда GT непрерывно из Lp1([0, T ];E) в
Lp2([0, T ], E1), и KT непрерывно из Lp1([0, T ];E) в Lp2([0, T ];E).
(ii) Пусть T ∗ > T . Если KT ∗ непрерывно из Lp1([0, T ∗], E)

в Lp2([0, T ∗], E) и если p2 = +∞, то KT непрерывно из
Lp1([0, T ], E1 ×E) в Lp2([0, T ], E1 ×E).

Утверждение (ii) леммы с T = T ∗ и 1 � p2 < +∞ также
справедливо. Этот результат является следствием (см. Следст-
вие 12.8.2) основной Теоремы о возвышении 12.8.1.

Теорема 12.8.1 ([231]). Предположим, что существуют
T0 и p1, p2 ∈ [1,+∞] такие, что

‖KT0‖ ∈ B(Lp1([0, T ];E), Lp2([0, T ];E)).

Тогда существуют константы L > 0 и α > 0 такие, что

‖KT ‖B(Lp1 ([0,T ];E),C([0,T ];E)) � LeαT , T > 0. (12.21)

Следствие 12.8.1 ([231]). Предположим, что условия Тео-
ремы 12.8.1 выполнены. Тогда существуют L > 0 и α > 0 та-
кие, что

SV(KT , T ) � LeαTT 1/p1 , T ∈ R.
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Следствие 12.8.2 ([231]). Пусть p1, p2 ∈ [1,+∞] и T > 0.
Тогда ‖KT ‖B(Lp1 ([0,T ];E),Lp2([0,T ];E)) < +∞ тогда и только тог-
да, когда ‖KT ‖B(Lp1 ([0,T ];E),Lp2([0,T ];E)) < +∞.

Следствие 12.8.3 ([231]). Предположим, что E гильберто-
во пространство и что the предположения Теоремы 12.8.1 вы-
полнены. Тогда существуют L > 0 и α > 0 такие, что

SV(KT , T ) � LeαTT 1/2, T > 0.

Полагая, в частности p1 = p2 = +∞ в полученном утвержде-
нии, мы получаем следующее интересное

Следствие 12.8.4. Предположим, что E гильбертово и
что SV(KT , T0) < +∞, для некоторого T0 > 0. Тогда сущест-
вуют L > 0 и α > 0 такие, что

SV(KT , T ) � LeαTT 1/2, T ∈ R+.

Также, как и для C0-групп, при некоторых дополнителных
условиях можно усилить утверждение Теоремы 12.8.1.

Определение 12.8.1. Мы говорим, что оператор KT в
(12.19) удовлетворяет условию HC, если существуют констан-
ты C0 > 0 и T0 > 0 такие, что, для любого x ∈ E, существует
функция hx ∈ L∞([0, T ];E), обладающая свойствами
HC1 ‖hx‖L∞([0,T ];E) � C‖x‖

и
HC2 Bhx(t) = C(t− T,A)Bx, 0 � t � T .

Заметим, что по крайней мере в двух случаях условие HC
выполнено, а именно, :
(i) когда B коммутирует с C(t, A), при t ∈ R, можно поло-

жить hx(t) = C(t− T,A)x, 0 � t � T и
(ii) когда B обратим, можно положить hx(t) = B−1C(t −

T,A)Bx, 0 � t � T .

Теорема 12.8.2 ([231]). Допустим, что существуют T0 >
0 и p1, p2 ∈ [1,∞] такие, что ‖KT0‖B(Lp1 ([0,T ];E),Lp2([0,T ];E)) <∞.

Предположим также, что выполнено условие HC. Тогда су-
ществуют L > 0, α > 0 такие, что ‖KT ‖B(L1([0,T ];E),C([0,T ];E)) <

LeαT .

§ 12.9. Возмущение C0-групп операторов

В этом разделе мы используем теоремы о возвышении для
изучения мультипликативных возмущений. Пусть exp(·A) есть
C0-группа линейных ограниченных операторов в банаховом про-
странстве E. Пусть B ∈ B(E) - некоторый линейный ограни-
ченный оператор в E. Основной вопрос – установить является
ли “мультипликативно возмущенный” оператор Am = A(I+B),
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определенный на естественной области определения D(Am) =
{x ∈ E : (I + B)x ∈ D(A) }, инфинитезимальным оператором
другой C0-группы. Предположим сначала, что Am есть инфи-
нитезимальный оператор C0-группы exp(·Am). Как и в случае
полугрупп, нетрудно проверить, что для любого x ∈ E имеет
место следующее равенство:

exp(tAm)x = exp(tA)x+

+A

∫ t

0
exp((t− s)A)B exp(sAm)xds, t ∈ [0, T ].

(12.22)

Рассмотрим оператор свертки KT : Σ([0, T ], E) → C([0, T ];E),
определенный в (12.16). Предположим, что существует T > 0
такое, что SV(KT , T ) = ‖KT ‖B(L∞([0,T ];E),L∞([0,T ];E)) < +∞. Тог-
да KT можно рассматривать как ограниченный оператор KT :
C([0, T ];E) → C([0, T ];E). Равенство (12.22) означает, что для
любого x ∈ E, отображение fx,T : [0, T ] → E, определенное как
fx,T (t) = exp(tAm)x, для t ∈ [0, T ], удовлетворяет условию

fx,T (t) = exp(tA)x+ (KT fx,T )(t), t ∈ [0, T ].

Справедливо и обратное. Для данного x ∈ E изучим разреши-
мость в C([0, T ];E) уравнения в свертках

f(t) = exp(tA)x+ (KT f)(t), 0 � t � T, (12.23)

а затем покажем, что f(t) можно рассматривать как exp(tAm)x.
Этот подход как и в разделе 12.1 осуществляется в два шага:
(Шаг 1) Доказать, что существует T > 0 такое, что KT ото-

бражает непрерывно C([0, T ];E) в себя и
(Шаг 2) доказать, что

SV(KT , T ) = ‖KT ‖B(L∞([0,T ];E),L∞([0,T ];E)) < 1

для некоторого достаточно малого T > 0.
Если (Шаг 1) и (Шаг 2) выполнены то, в силу принципа сжи-

мающих отбражений, уравнение (12.23) однозначно разрешимо.
Поэтому, следуя разделу 12.1, получаем, что возмущенный опе-
ратор Am есть производящий оператор C0-полугруппы.

Теорема 12.9.1 ([231]). Предположим, что существуют
T0 > 0, 1 � p1 < +∞ и 1 � p2 � +∞ такие, что KT ∈
B(Lp1([0, T ];E), Lp2([0, T ];E)). Тогда существуют L > 0 и α > 0
такие, что для любого T > 0

SV (KT , T ) � LeαTT 1/p1. (12.24)

Более того, оператор Am порождает C0-группу и

‖ exp(tA)− exp(tAm)‖ = O(t1/p1) при t→ 0. (12.25)
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Доказательство. Оценка (12.24), для t ∈ R+ была получена
в Следствии 12.7.1. Из этого факта следует, что утверждения
(Шаг 1) и (Шаг 2) выполнены. Поэтому, как и в разделе 12.1,
получаем, что Am порождает C0-полугруппу exp(tAm), t ∈ R+.
С другой стороны, зафиксируем T > 0 и положим M =

sup−T�t�T ‖ exp(tAm)‖. Тождество (12.22) совместно с (12.24)
дает для 0 � t � T ,

‖ exp(tAm)− exp(tA)‖ � ‖Kt‖B(L∞([0,T ];E),L∞([0,T ];E)) �
� CLeαT |T |1/p1 ,

(12.26)

откуда получаем (12.25) для t ∈ R.
Остается показать, что Am порождает C0-группу и что

(12.26) также имеет место для t < 0. Выберем 0 < T0 � T

так, чтобы M2LeαT0T
1/p1
0 � 1/2. Возьмем 0 � t � T0. Тогда

exp(tAm) =
((
exp(tAm)− exp(tA)

)
exp(−tA) + I

)
exp(tA).

Далее, в силу (12.26) при t > 0 и в силу выбора T0, мы также
имеем ∥∥( exp(tAm)− exp(tA)

)
exp(−tA)

∥∥ � 1/2.
Следовательно, разложение в ряд показывает, что оператор
exp(·Am) обратим и ‖ exp(tAm)

−1‖ � 2M . Это по сути дела до-
казывает, что Am порождает C0-группу.
Наконец, снова используя разложение в ряд, получаем, что

0 � t � T0, ∥∥ exp(−tAm)− exp(−tA)
∥∥ �

�
+∞∑
j=1

∥∥( exp(tAm)− exp(tA)
)
exp(−tA)‖j =

=
+∞∑
j=1

(
M2Leαtt1/p1

)j � 2M2Leαtt1/p1,

что доказывает (12.26) и для t < 0.
Заметим, что в этой теореме 1 � p1 < +∞. Для гильбертовых

пространств значение p1 = +∞ также допустимо. Действитель-
но, используя Следствие 12.7.2 мы легко получаем следующую
теорему.

Теорема 12.9.2 ([231]). Предположим, что E = H – гиль-
бертово и что существуют T0 > 0 и p1, p2 ∈ [1,+∞] такие,
что KT ∈ B(Lp1([0, T ];E), Lp2([0, T ];E)). Тогда существуют
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L > 0 и α > 0 такие, что

SV(KT , T ) � LeαTT 1/2, T ∈ R. (12.27)

Более того, оператор Am порождает C0-группу и

‖ exp(tA)− exp(tAm)‖ = O(t1/2) при t→ 0.

Наконец, при условии HG мы можем применить Теорему
12.7.2 которая приводит к следующей Теореме, справедливой
для банаховых пространств.

Теорема 12.9.3 ([231]). Пусть условие HG выполнено.
Предположим также, что существуют T0 > 0 и p1, p2 ∈
[1,+∞] такие, что ‖KT0‖B(Lp1 ([0,T0],E),Lp2([0,T0],E)) < +∞. Тог-
да Am = A(I + B) есть производящий оператор C0-группы и
имеет место оценка

‖ exp(tA)− exp(tAm)‖ = O(t) при t→ 0.

Более того, если E рефлексивно, то B принимает значения
в области определения A, AB есть ограниченный оператор и
Am = A+AB есть ограниченное возмущение A.

§ 12.10. Возмущения C0-косинус оператор-функций

Пусть C(·, A) есть C0-косинус семейство линейных ограни-
ченных операторов в банаховом пространстве E с производя-
щим оператором A : D(A) ⊆ E → E. Взяв другой линейный
ограниченный оператор B в E, поставим вопрос, будет ли муль-
типликативно возмущенный оператор Am = A(I + B), действу-
ющий на области определения D(Am) = {x ∈ E : (I + B)x ∈
D(A) }, производящим оператором другого C0-косинус семейст-
ва. Предположим сначала, что Am есть производящий оператор
C0-косинус семейства C(·, Am). Мы уже знаем, что

C(t, Am)x = C(t, A)x+A

∫ t

0
S(t− s,A)BC(s,Am)xds,

t ∈ R, x ∈ E.

(12.28)

Действуя так же как и в Разделе 12.9, для фиксированного x ∈
E, мы приходим к уравнению в свертках

f(t) = C(t, A)x+ (KT f)(t), 0 � t � T, (12.29)

где KT определено в (12.19), а f ищется в C([0, T ];E). Как по-
казано в разделе 12.1, если
(i) существует T > 0 такое, что KT отображает непрерывно

C([0, T ];E) на себя и
(ii) SV(KT , T ) = ‖KT ‖B(L∞([0,T ];E),L∞([0,T ];E)) < 1 для доста-

точно малого T > 0,
то, в силу принципа сжимающих отображений, уравнение
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(12.29) однозначно разрешимо и Am есть производящий опера-
тор C0-косинус семейства.

Теорема 12.10.1 ([231]). Предположим, что существуют
T0 > 0, 1 � p1 < +∞ и 1 � p2 � +∞ такие, что
‖KT ‖B(Lp1 ([0,T ];E),Lp2([0,T ];E)) < ∞. Тогда существуют L > 0 и
α > 0 такие, что для любого T > 0 выполнено неравенство

SV(KT , T ) � LeαTT 1/p1. (12.30)

Более того, оператор Am порождает C0-косинус оператор-
функцию и

‖C(t, A)− C(t, Am)‖ = O(t1/p1) при t→ 0. (12.31)

Заметим, что в приведенной теореме 1 � p1 < +∞. Используя
Следствие 12.8.3, мы легко получаем следующую Теорему.

Теорема 12.10.2 ([231]). Предположим, что E = H гиль-
бертово и что существуют T0 > 0 и p1, p2 ∈ [1,+∞] та-
кие, что ‖KT ‖B(Lp1 ([0,T ];E),Lp2([0,T ];E)) < +∞. Тогда существуют
L > 0 и α > 0 такие, что

SV(KT , T ) � LeαTT 1/2, T > 0. (12.32)

Более того, оператор Am порождает C0-косинус оператор-
функцию и

‖C(t, A)− C(t, Am)‖ = O(t1/2) при t→ 0.

Теорема 12.10.3 ([231]). Предположим, что условие HC
выполнено. Предположим также, что существуют T0 > 0
и p1, p2 ∈ [1,+∞] такие, что ‖KT0‖B(Lp1 ([0,T0];E),Lp2([0,T0];E)) <

+∞. Тогда Am = A(I + B) есть производящий оператор C0-
косинус оператор-функции и имеет место оценка

‖C(t, A)− C(t, Am)‖ = O(t) при t→ 0.

Глава 13

НЕОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим в банаховом пространстве E неоднородную за-
дачу Коши

u′(t) = Au(t) + f(t), t ∈ [0, T ], u(0) = u0, (13.1)

с оператором A, порождающим C0-полугруппу. При f ≡ 0 кор-
ректная постановка таких задач подробно описана в главе 1
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книги [15]. Формально, как и в конечномерном анализе, зада-
ча (13.1) имеет решение в виде

u(t) = exp(tA)u0 +

∫ t

0
exp((t− s)A)f(s) ds, t ∈ [0, T ]. (13.2)

Это так называемая формула вариации произвольной посто-
яной. Представляют интерес свойства выражения

∫ t
0 exp((t −

s)A)f(s) ds и соответствующие интерпретации решений в связи
с представлением (13.2).

§ 13.1. Общие результаты

Из теории уравнений в частных производных известно, что
задачи, записываемые в абстрактном виде (13.1), обычно рас-
сматривают в пространствах типа C([0, T ];E) или Lp([0, T ];E).
В этой главе мы и ограничимся этими двумя постановками.
Так, например, если функция f(·) ∈ C([0, T ];E), то для C0-

полугруппы exp(·A) будет непрерывным по s ∈ [0, T ] выраже-
ние exp((t− s)A)f(s), а, следовательно, существует и

∫ t
0 exp((t−

s)A)f(s) ds.
С другой стороны, если u(·) – решение задачи (13.1) с f(·) ∈

C([0, T ];E), которое принадлежит C([0, T ];E) ∩ C1((0, T ];E), то
d
ds

(
exp((t − s)A)u(s)

)
= exp((t − s)A)f(s) и, проинтегрировав

по (0, t), получим (13.2). Обратное, вообще говоря, неверно, т.к.
функция u(·), заданная выражением (13.2), не обязана быть диф-
ференцируемой.
В фольклере абстрактных дифференциальных уравнений хо-

рошо известна

Теорема 13.1.1 ([18], [29]). Пусть A ∈ G(M,ω), u0 ∈ D(A),
и функция f(·) либо
(i) f(·) ∈ C1([0, T ];E);
либо
(ii) f(·) ∈ C([0, T ];E) принимет значения в D(A) причем

Af(·) ∈ C([0, T ];E).
Тогда задача (13.1) имеет единственное представимое в ви-

де (13.2) решение u(·) ∈ C1([0, T ];E) с начальным условием u0.

В случае, когда f(·) удовлетворяет условию Гельдера:

‖f(t)− f(s)‖ �M |t− s|γ при 0 � s, t � T, (13.3)

с некоторыми константами M > 0 и 0 < γ � 1, справедлива
следующая
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Теорема 13.1.2 ([18], [29]). Пусть A ∈ H(θ, ω) и f(·) удов-
летворяет условию Гельдера (13.3). Тогда функция u(·) из
(13.2) принадлежит C([0, T ];E) ∩ C1((0, T ];E) и является ре-
шением задачи (13.1) при любом u0 ∈ E. Кроме того, u(·) ∈
C1([0, T ];E), если u0 ∈ D(A).

В абстрактной форме может быть записана и теорема Коши-
Ковалевской. Пусть {Eθ : 0 � θ � 1} – банаховы пространства
со свойствами Eθ2 ⊆ Eθ1, если θ1 < θ2 и

‖x‖Eθ1 � ‖x‖Eθ2 при любом x ∈ Eθ2 .

Пусть Lα – множество линейных операторов Q ∈ L(Eθ2 , Eθ1)
при 0 � θ1 < θ2 < 1 таких, что

‖Qx‖Eθ1 �
α

θ2 − θ1
‖x‖Eθ2 для любого x ∈ Eθ2 .

Функция A(t) : [0, T ]→ Lα называется непрерывной, если для
любых ε > 0, t0 ∈ [0, T ] и θ > θ′ существует такое δ > 0, что
при |t− t0| < δ имеем

‖(A(t) −A(t0))x‖Eθ′ � ε‖x‖Eθ при любом x ∈ Eθ.

Обратим внимание на тот факт, что пространство Lα - банахово
с нормой

‖Q‖Lα = sup
0�θ′<θ�1

sup
x
(θ − θ′)‖Qx‖Eθ′ ‖x‖

−1
Eθ
.

Теорема 13.1.3 ([27]). Пусть u0 ∈ E1, f(·) ∈ C([−T, T ];E1)
и A(·) ∈ C([−T, T ];Lα). Тогда
1. Для каждого θ ∈ [0, 1) существует функция u(·), опре-

деленная при 0 � t < Ts := min(T, (1 − θ)(αe)−1) и принимаю-
щая значения в Eθ. Функция u(·) непрерывно дифференцируема,
удовлетворяет уравнению

u′(t) = A(t)u(t) + f(t) при 0 � t < Ts (13.4)

и условию u(0) = u0.
2. Если для некоторых θ ∈ (0, 1] и 0 < T ′ � T на множестве

[0, T ′] определены две функции со значениями в Eθ, непрерыв-
но дифференцируемые, удовлетворяющие (13.4) и совпадающие
при t = 0, то эти функции совпадают на [0, T ′].

Для уравнения второго порядка в формуле типа (13.2) вмес-
то exp(·A) фигурируют C(·, A) и S(·, A). Тем не менее, зачастую
технических различий в исследовании этих задач нет, и мы, как
правило, ограничимся приведением доказательств только для
случая уравнений второго порядка.
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§ 13.2. Неоднородные уравнения в C([0, T ];E)

Рассмотрим в банаховом пространстве E задачу (13.1) с опе-
ратором A, порождающим C0-полугруппу.

Определение 13.2.1. Классическим решением задачи (13.1)
называется такая функция u(·), что u(·) ∈ C1([0, T ];E), значения
u(t) ∈ D(A) при всех t ∈ [0, T ] и выполняются равенства (13.1).

Предложение 13.2.1 ([232]). Пусть f(·) ∈ L1([0, T ];E).

Тогда для любого u0 ∈ E задача (13.1) имеет не более одного
классического решения. Если она имеет классическое решение,
то оно имеет вид (13.2).

Определение 13.2.2. Ослабленным решением задачи (13.1)
называется такая функция u(·) ∈ C([0, T ];E), что u′(·) ∈
C((0, T ];E) и уравнение (13.1) выполняется на (0, T ].

Теорема 13.2.1 ([45]). Пусть задача (13.1) с f(·) ∈
C([0, T ];E) и u0 ∈ D(A) имеет ослабленное решение u(·) и
ρ(A) �= ∅. Тогда u(·) задано в виде (13.2).

Как уже отмечалось, функция u(·), заданная в виде (13.2),
не является, вообще говоря, ни классическим ни ослабленным
решением, поскольку она не обязана быть дифференцируемой.

Определение 13.2.3. Функция u(·) ∈ C([0, T ];E), заданная
в (13.2), называется обобщенным решением задачи (13.1).

Теорема 13.2.2 ([232]). Пусть A ∈ G(M,−ω) с ω > 0 и
функция f(·) : [0,∞) → E - ограниченная измеримая на [0,∞).
Если s-limt→∞ f(t) = f∞, то обобщенное решение u(·), опреде-
ленное в (13.2), имеет поведение

s- lim
t→∞

u(t) = −A−1f∞.

Рассмотрим в банаховом пространстве E задачу Коши

u′′(t) = Au(t) + f(t), t ∈ [0, T ], u(0) = u0, u′(0) = u1, (13.5)

с оператором A, порождающим C0-косинус-оператор функцию.

Определение 13.2.4. Функция u(·) называется классичес-
ким решением задачи (13.5), если u(·) дважды непрерывно диф-
ференцируема, u(t) ∈ D(A) для всех t ∈ [0, T ], и u(·) удовлетво-
ряет равенствам (13.5).

Если f(·) ∈ C([0, T ];E) и u(·) - классическое решение (13.5),

то, рассмотрев выражение d
ds

(
C(t−s,A)u(s)+S(t−s,A)u′(s)

)
=
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S(t− s,A)f(s), и проинтегрировав его по 0 � s < t, получим

u(t) = C(t, A)u0 + S(t, A)u1 +

∫ t

0
S(t− s,A)f(s)ds,

t ∈ [0, T ],
(13.6)

Как и в случае C0-полугрупп операторов, функция u(·), задан-
ная в (13.6), не является, вообще говоря, классическим решени-
ем, так как не обязана быть дважды непрерывно дифференци-
руемой.

Предложение 13.2.2 ([128]). Пусть A ∈ C(M,ω) и либо
(i) f(·), Af(·) ∈ C([0, T );E) и f(t) ∈ D(A) при t ∈ [0, T ],
либо
(ii) f(·) ∈ C1([0, T ];E).

Тогда функция u(·) из (13.6) с u0 ∈ D(A) и u1 ∈ E1 является
классическим решением задачи (13.5) на [0, T ].

Определение 13.2.5. Функция u(·) ∈ C([0, T );E), заданная
выражением (13.6), называется обобщенным решением задачи
(13.5).

Теорема 13.2.3 ([45]). Пусть оператор B =
√
A в задаче

(13.5) имеет обратный B−1 ∈ B(E) и является генератором
C0-группы, а функция f(·) обладает одним из свойств:
(i) f(·) ∈ C1([0, T );E);
(ii) функция Bf(·) ∈ C([0, T );E).

Тогда для любых u0 ∈ D(A) и u1 ∈ D(B) существует един-
ственное классическое решение задачи (13.5), которое дается
формулой (13.6) в виде

u(t) =
1

2

(
exp(tB) + exp(−tB)

)
u0 +

1

2

(
exp(tB)− exp(−tB)

)
B−1u1 +

+
1

2

∫ t

0

(
exp((t− s)B) + exp(−(t− s)B)

)
B−1f(s)ds,

t ∈ [0, T ].

(13.7)

Теорема 13.2.4 ([103]). Пусть A ∈ C(M,ω). Задача Коши

u′′(t) = Au(t) + f(t), u(0) = x, u′(0) = y, (13.8)

имеет при любой 2π-периодической функции f(·) ∈ L2loc(R;E)

единственное 2π-периодическое обобщенное решение класса C1

тогда и только тогда, когда 1 ∈ ρ
(
C(2π,A)

)
.
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Заметим, что условие 1 ∈ ρ(C(π,A)) эквивалентно тому, что
{−4π2k2/T 2}k∈Z ⊆ ρ(A) и supk∈Z ‖k(4π

2k2/T 2 +A)−1‖ <∞.

§ 13.3. Коэрцитивность в случае классических решений

Поскольку существование классического решения задачи
(13.1) предполагает непрерывность производной функции u(·) на
[0, T ], то в силу представления (13.2) естественно рассмотреть
дифференцируемость выражения (exp(·A) ∗ f)(t) по переменной
t ∈ R+.

Определение 13.3.1. Говорят, что C0-полугруппа exp(·A),
обладает свойством максимальной регулярности (короче, MR-
свойством), если (

exp(·A) ∗ f
)
(·) ∈ C1([0, T ];E)

или, эквивалентно,
(
exp(·A) ∗ f

)
(·) ∈ C

(
[0, T ];D(A)

)
для всех

f(·) ∈ C([0, T ];E)).

Предложение 13.3.1 ([121]). Свертка (exp(·A) ∗ f)(·) ∈
C1([0, T ];E) тогда и только тогда, когда (exp(·A)∗f)(t) ∈ D(A)
при всех t ∈ [0, T ] и (exp(·A) ∗ f)(·) ∈ C([0, T ];D(A)).

Предложение 13.3.2 ([121]). Задача Коши (13.1) имеет
классическое решение для любого f(·) ∈ C([0, T ];E) тогда
и только тогда, когда A порождает C0-полугруппу с MR-
свойством.

Предложение 13.3.3 ([268]). Оператор A порождает C0-
полугруппу с MR-свойством тогда и только тогда, когда
SV (exp(·A), t) ограничена на [0, T ].

Теорема 13.3.1 ([86], [121]). Если C0-полугруппа exp(·A)
обладает MR-свойством, то либо A ограничен, либо простран-
ство E содержит замкнутое подпространство, изоморфное
c0.

Как показано в [121], существуют неограниченные операторы
на E = c0, которые порождают C0-полугруппы с MR-свойством.
Поскольку оператор A, порождающий C0-полугруппу, за-

мкнут, то по теореме о замкнутом графике в случае C0-
полугруппы с MR-свойством оператор A(exp(·A)∗f), определен-
ный на всем C([0, T ];E), непрерывен как оператор из C([0, T ];E)
в C([0, T ];E). Это означает, что справедливо неравенство

‖A(exp(·A) ∗ f)‖C([0,T ];E) � C‖f‖C([0,T ];E)

с некоторой константой C, не зависящей от f(·). Обобщая на-
глядность предыдущего неравенства для формулировки MR-
свойства в пространстве C([0, T ];E) на описание корректности
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постановки задачи Коши для неоднородного уравнения в про-
странствах типа Cα, hα и т. п., мы приходим к следующему
определению.

Определение 13.3.2. Пусть F –банахово пространство,
являющееся подпространством исходного пространства E,
Υ([0, T ];E) - банахово пространство функций со значениями
в E. Задача (13.1) называется коэрцитивно разрешимой (КР)
в паре пространств (F,Υ([0, T ];E)) (т.е. решение u(·) облада-
ет свойством максимальной регулярности), если при любом
u0 ∈ F и при любой правой части f(·) ∈ Υ([0, T ];E) сущест-
вут классическое решение u(·) задачи Коши (13.1) и для него
имеет место неравенство коэрцитивности:

‖u′(·)‖Υ([0,T ];E) + ‖Au(·)‖Υ([0,T ];E) �
�M(‖f(·)‖Υ([0,T ];E) + ‖u0‖F )

(13.9)

Формулировка данного определения весьма удобна. Так , на-
пример, из Определения 13.3.2 для u(t) = t exp(tA)u0 и f(t) =

exp(tA)u0 и Предложения 13.3.3 тривиально следует

Предложение 13.3.4 ([268]). Пусть A есть производящий
оператор C0- полугруппы и SV (exp(·A), t) < ∞. Тогда полу-
группа exp(·A) является аналитической.

Однако, аналитичность C0-полугруппы exp(·A) не является
достаточной для коэрцитивной разрешимости задачи (13.1) в
C([0, T ];E) (см. [69]). Таким образом, учитывая Теорему 13.3.1,
изучение коэрцитивности в пространстве C([0, T ];E) не очень
интересно. Тем не менее можно доказать

Теорема 13.3.2 ([218]). Пусть −∞ < a < b < ∞, 1 � p, q �
∞, σ � 0 и A ∈ H(θ, β). Тогда для любой f ∈ Bσ

p,q((a, b);E) с

σ > 1/p или σ = 1/p и q = 1 имеем exp(·A) ∗ f ∈ C1((a, b);E) ∩
C1((a, b);D(A)) и (13.1) выполняется для любого t ∈ (a, b) для
функции u(·) = exp(·A) ∗ f .

На самом деле в условиях предыдущей теоремы можно уста-
новить, что для любого f ∈ Bσ

p,q((a, b);E) ∩L
1((a, b);E) следует,

что exp(·A) ∗ f ∈ Bσ+1
p,q ((a, b);E), где a < a1 < b, и существует

константа c > 0 со свойством

‖ exp(·A) ∗ f‖Bσ+1p,q ((a,b);E)
� c(‖f‖Bσp,q((a,b);E) + ‖f‖L1((a,b);E)).

Однако, такие оценки не являются коэрцитивными.

Предложение 13.3.5 ([68]). Пусть A ∈ H(θ, ω), т.е. A
порождает некоторую аналитическую C0-полугруппу, F =
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D(A), а Υ([0, T ];E)) - гельдеровское пространство функций
Cα
0 ([0, T ];E), для которых конечна норма

‖f(·)‖Cα0 ([0,T ];E) = sup
0�t�T

‖f(t)‖E + sup
0�t,τ,t+τ�T

‖f(t+ τ)− f(t)‖E
τα

tα.

Тогда задача Коши (13.1) коэрцитивно разрешима в паре про-
странств (F,Cα

0 ([0, T ];E)).

Теорема 13.3.3 ([1]). Пусть v′ = f(0) − Au(0) ∈ Eα−γ ,

f ∈ Cβ,γ
0 ([0, 1];Eα−γ ), A ∈ H(θ, ω) при 0 � γ � β � α, 0 <

α < 1. Тогда существует единственное решение задачи (13.1),

Au, u′ ∈ Cβ,γ
0 ([0, 1];Eα−γ ), u

′ ∈ C([0, 1];Eα−γ) и

‖u′‖
Cβ,γ0 (Eα−γ)

+ ‖Au‖
Cβ,γ0 (Eα−γ)

+ ‖u′‖C([0,1];Eα−γ) �

� c(‖v′0‖α−γ +
1

α(1− α)
‖f‖

Cβ,γ0 ([0,1];Eα−γ)
),

где Cβ,γ
0 имеет норму

max
t

‖f‖E + max
0<t,t+τ�T

‖f(t+ τ)− f(t)‖E
τβ

(t+ τ)γ .

Замечание 13.3.1 ([66]). В случае, когда E = lp, оператор

A(xk)
∞
k=1 = (ik xk)

∞
k=1, (i =

√
−1),

порождает сильно непрерывную C0-полугруппу (однако не ана-

литическую!). Для правой части f(t) =

(
k−(1−1/p)eikt

)∞
k=1

, удов-

летворяющей условию Гельдера с любым показателем ε ∈ (0, 1),
функция

φ(t) =

∫ t

0
exp

(
(t− s)A

)
f(s) ds

ни при каком t не принадлежит D(A).
Этот пример также показывает, что в случае, когда опера-

тор A порождает лишь C0-полугруппу, гельдеровости правой
части недостаточно для существования классического решения
(естественно, ни о какой коэрцитивности в этом случае не мо-
жет быть и речи).

Обозначим (S(·, A) ∗ f)(t) :=
∫ t
0 S(t− s,A)f(s) ds, t ∈ [0, T ].

Определение 13.3.3. Говорят, что C0-косинус оператор-
функция C(·, A) обладает свойством максимальной регулярнос-
ти (MR-свойством), если S(·, A)∗f ∈ C2([0, T ];E) (или эквива-
лентно C(·, A) ∗ f ∈ C([0, T ];D(A)) для всех f(·) ∈ C([0, T ];E).
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Предложение 13.3.6 ([97]). Пусть x, y ∈ D(A). Тогда сле-
дующие утверждения эквивалентны:
(i) Задача (13.5) имеет классическое решение при данной

f(·);
(ii) S(·, A) ∗ f ∈ C2([0, T ];E);
(iii) (S(·, A) ∗ f)(t) ∈ D(A) для 0 � t � T и A(S(·, A) ∗ f)(t)

непрерывна по t ∈ [0, T ], то есть (S(·, A) ∗ f) ∈ C([0, T ],D(A)).

Доказательство. (i)=⇒(ii). Мы знаем, что если u(·) - ре-
шение (13.5), тогда u(·) - дважды непрерывно дифференциру-
емо и u(t) = C(t, A)x + S(t, A)y + (S(·, A) ∗ f)(t). Следователь-
но, мы имеем (S(·, A) ∗ f)′′(t) = u′′(t) − C ′′(t, A)x − S′′(t, A)y =
u′′(t) − C(t, A)Ax − S(t, A)Ay ∈ C([0, T ];E), то есть S(·, A) ∗ f ∈
C2([0, T ];E).
(ii)=⇒(iii). Так как

2

h2

(
C(h,A) − I

)
(S(·, A) ∗ f)(t) =

=
1

h2

(
(S(·, A) ∗ f)(t+ h)− 2(S(·, A) ∗ f)(t) + (S(·, A) ∗ f)(t− h)

)
+

+
1

h2

(
−
∫ t+h

t
S(t− s+ h,A)f(s) ds+

∫ t

t−h
S(t− s− h,A)f(s)ds

)
=

=
1

h2

(
(S(·, A) ∗ f)(t+ h)− 2(S(·, A) ∗ f)(t) + (S(·, A) ∗ f)(t− h)

)
+

+
1

h2

(
−
∫ t+h

t
S(t− s+ h,A)f(s)ds+

∫ t

t−h
S(t− s− h,A)f(s) ds

)
,

(13.10)

мы имеем

lim
h→0+

2

h2

(
C(t, A)− I

)
(S(·, A) ∗ f)(t) = (S(·, A) ∗ f)′′(t)− f(t),

то есть (S(·, A) ∗ f)(t) ∈ D(A) и A(S(·, A) ∗ f)(t) = (S(·, A) ∗
f)′′(t)− f(t). Следовательно, A(S(·, A) ∗ f)(·) ∈ C([0, T ];E).
(iii)=⇒(i). В силу (13.10)

1

h2

(
(S(·, A) ∗ f)(t+ h)− 2(S(·, A) ∗ f)(t) + (S(·, A) ∗ f)(t− h)

)
=

=
2

h2

(
C(h,A)− I

)
(S(·, A) ∗ f)(t)−

−
1

h2

(
−
∫ t+h

t
S(t− s+ h,A)f(s)ds +

∫ t

t−h
S(t− s− h,A)f(s)ds

)
.
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Тогда мы имеем (S(·, A) ∗ f)′′ = A(S(·, A) ∗ f) + f ∈ C([0, T ];E).
Поэтому S(·, A) ∗ f - решение задачи Коши (13.5) при заданной
f(·) и нулевых начальных условиях, а u(t) = C(t, A)x+S(t, A)y+
(S∗f)(t), t ∈ R - решение задачи Коши (13.5) при заданной f(·)
для каждой пары x, y ∈ D(A).

Теорема 13.3.4 ([97]). Следующие условия эквивалентны
для C0-косинус оператор-функции C(·, A):
(i) генератор A ограничен;
(ii) ‖C(t, A)− I‖ = O(t2) (t→ 0+);

(iii) V ar(C(·, A), t) = O(t2) (t→ 0+);
(iv) V ar(C(·, A), t) = o(1) (t→ 0+);

(v) SV (C(·, A), t) = O(t2) (t→ 0+);
(vi) SV (C(·, A), t) = o(1) (t → 0+);
(vii) SV (C(·, A), t) < ∞ для некоторого t > 0, т.е. C(·, A)

имеет локально ограниченную полувариацию;
(viii) R(S(t, A)) ⊆ D(A) при t ∈ (−∞,∞) а ‖AS(t, A)‖ огра-

ничен на [a, b] для некоторого 0 < a < b;
(ix) R(S(t, A)) ⊆ D(A) при t ∈ (−∞,∞) и

lim sup
t→0+

‖tAS(t, A)‖ <
2

e
.

Определение 13.3.4. Пусть F –банахово пространство,
являющееся подпространством исходного пространства E,
Υ([0, T ];E) - банахово пространство функций со значениями в
E. Задача (13.5) называется коэрцитивно разрешимой (КР) в
паре пространств (F,Υ([0, T ];E)) ( говоря иначе, решение u(·)
обладает свойством максимальной регулярности), если при лю-
бой правой части f(·) ∈ Υ([0, T ];E) существует классическое
решение u(·) задачи Коши (13.5), при каждом t значение реше-
ния u(t) принадлежит F и для него имеет место неравенство
коэрцитивности:

‖u′′(·)‖Υ([0,T ];E)‖+ ‖Au(·)‖Υ([0,T ];E) �

�M
(
‖f(·)‖Υ([0,T ];E) + ‖u0‖F + ‖u1‖F

)
.

Теорема 13.3.5 ([97]). Пусть задача (13.5) коэрцитивно
разрешима в паре (D(A),C([0, T ];E)). Тогда A ∈ B(E).

Этот результат можно переформулировать и так:

Теорема 13.3.6 ([97]). Следующие утверждения эквива-
лентны:
(i) При всех x, y ∈ D(A) и f ∈ C([0, r];E) задача (13.5) имеет
сильное решение.
(ii) Оператор A порождает C0-косинус оператор-функцию,
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удовлетворяющую MR-свойству.
(iii) Оператор A порождает C0-косинус оператор-функцию,
имеющую ограниченную полувариацию на [0, r].
(iv) A — ограниченный линейный оператор в E.

§ 13.4. Коэрцитивность в Lp([0, T ];E)

Пусть 1 � p � ∞. Тогда [89] u(·) ∈ W 1,p([0, T ];E) тогда
и только тогда, когда u(·) является абсолютно непрерывной и
u(·), u′(·) ∈ Lp([0, T ];E).

Определение 13.4.1. Функция u(·) называется абсолютно
непрерывной, если существует функция v(·) ∈ L1([0, T ];E) та-
кая, что

u(t) = u(τ) +

∫ t

τ
v(ξ) dξ при всех τ, t ∈ [0, T ].

Абсолютно непрерывная функция u(·) непрерывна и почти
всюду дифференцируема на [0, T ], причем u′(·) = v(·).

Определение 13.4.2. Классическим решением задачи (13.1)
в пространстве Lp([0, T ];E) называется абсолютно непрерывная
функция u(·) такая, что функции u′(·), Au(·) ∈ Lp([0, T ];E), удов-
летворяется уравнение (13.1) почти всюду на [0, T ] и u(0) = u0.

Определение 13.4.3. Задача (13.1) называется коррект-
но поставленной на Lp([0, T ];E), если для любой f(·) ∈
Lp([0, T ];E) существует единственное классическое решение u(·)
в Lp([0, T ];E) , непрерывно зависящее от u0 и f(·).

Определение 13.4.4. Задача (13.1) называется коэрцитив-
но разрешимой в Lp([0, T ];E), если для любой f(·) ∈ Lp([0, T ];E)

и u0 ∈ F существует единственное классическое решение задачи
(13.1) в Lp([0, T ];E) и

‖u′(·)‖Lp([0,T ];E) + ‖Au(·)‖Lp([0,T ];E) �
�M(p)(‖f(·)‖Lp([0,T ];E) + ‖u0‖F ).

(13.11)

Напомним, что, если свойство имеет место локально, то мы
пишем Lp

loc вместо L
p.

Определение 13.4.5. Функция u(·) называется W 1,p
loc -реше-

нием задачи Коши (13.1), если

u(·) ∈W 1,p
loc ([0, T ];E) ∩ L

p([0, T ];D(A))

и удовлетворяется (13.1).
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Предложение 13.4.1 ([74]). Пусть 1 � p � ∞, оператор

A ∈ H(θ, ω) и u(·) является W 1,p
loc -решением задачи Коши (13.1).

Тогда для этого решения имеет место представление (13.2).

Предложение 13.4.2 ([69]). Коэрцитивная разрешимость
задачи (13.1) в Lp([0, T ];E) и компактность резольвенты (λI−
A)−1 влекут аналитичность C0-полугруппы exp(·A).

Чтобы понять, какое должно быть в Определении 13.4.3 про-
странство F , рассмотрим функцию A exp(tA)u0. Очевидно, что
F есть пространство с нормой

‖u0‖F = (
∫ T

0
‖A exp(tA)u0‖pE dt)

1/p + ‖u0‖E . (13.12)

Такое пространство F есть частный случай пространств Eθ,p,
0 < θ < 1, 1 � p �∞, с нормой

‖u0‖Eθ,p = ‖u0‖E + (
∫ T

0
‖t1−θA exp(tA)u0‖pE

dt

t
)1/p,

‖u0‖Eθ,∞ = sup
τ>0

τ1−θ‖Aexp(τA)u0‖E .

Будем обозначать его E1− 1
p
= E1− 1

p
,p.

Теорема 13.4.1 ([79]). Для любой функции f(·) ∈ Lp([0, T ];E)

и любого u0 ∈ E1− 1
p
формула (13.2) определяет E1− 1

p
-значную

функцию u(·) на [0, T ] и

max
0�t�T

‖u(t)‖E
1− 1p
�M

(
‖u0‖E

1− 1p
+

p2

p− 1
‖f‖Lp([0,T ];E)

)
.

Теорема 13.4.2 ([79]). Пусть задача (13.1) коэрцитивно
разрешима в пространстве Lp0([0, T ];E) при некотором 1 <
p0 < ∞ с M(p0) = M . Тогда она коэрцитивно разреши-
ма при любом 1 < p < ∞ и оценка (13.11) имеет место с

M(p) =M p2

p−1 .

Теорема 13.4.3. Если пространство E = H гильбертово
и A ∈ H(θ, ω), то задача (13.1) коэрцитивно разрешима в
L2([0, T ];H).

Теорема 13.4.4 ([79]). В условиях Теоремы 13.4.2 при лю-
бых f(·) ∈ Lp([0, T ];E) и u0 ∈ E1− 1

p
задача (13.1) имеет в
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Lp([0, T ];E) единственное решение u(·) такое, что неравенст-
во коэрцитивности (13.11) выполняется в виде

‖u′‖Lp([0,T ];E) + ‖Au‖Lp([0,T ];E) + max
0�t�T

‖u(t)‖E
1− 1p
�

�M
p2

p− 1

(
‖f‖Lp + ‖u0‖E

1− 1p

)
.

Теорема 13.4.5 ([79]). Пусть f(·) ∈ Lq([0, T ];Eα,q), 0 < α <

1, 1 � q � ∞ и A ∈ H(θ, ω). Тогда существует единственное
абсолютно непрерывное решение u(·) задачи (13.1) с u0 = 0
такое, что Au(·), u′(·) ∈ Lq([0, T ];Eα,q) и

‖u′‖Lq([0,T ];Eα,q) + ‖Au‖Lq([0,T ];Eα,q) �
M

α(1 − α)
‖f‖Lq([0,T ];Eα,q),

причем константа M не зависит от f, α и q.

Теорема 13.4.6 ([79]). Пусть 1 < p, q < ∞, 0 < α < 1 и
f(·) ∈ Lp([0, T ];Eα,q). Тогда формула (13.2) дает единственное
абсолютно непрерывное решение u(·) задачи (13.1) с u0 = 0
такое, что u′(·), Au(·) ∈ Lp([0, T ];Eα,q) и

‖u′‖Lp([0,T ];Eα,q)+‖Au‖Lp([0,T ];Eα,q) �
M(q)

(p− 1)α(1 − α)
‖f‖Lp([0,T ];Eα,q),

где M(q) не зависит от α, p и f .

Теорема 13.4.7 ([79]). Пусть A ∈ H(θ, ω) и 1 < p, q < ∞,
или p = q = ∞. Тогда задача (13.1) допускает абсолютно не-
прерывное решение u(·) такое, что u′(·), Au(·) ∈ Lp([0, T ];Eα,q)
и u(·) является непрерывной E1+α− 1

p
,q-значной функцией тогда

и только тогда, когда f(·) ∈ Lp([0, T ];Eα,p) и u0 ∈ E1+α− 1
p
,q.

Это решение u(·) удовлетворяет неравенству

‖u′(·)‖Lp([0,T ];Eα,q) + ‖Au(·)‖Lp([0,T ];Eα,q) + max
0�t�T

‖u(t)‖E
1+α− 1p ,q

�

�M
(
‖u0‖E

1+α− 1p ,q
+

M(p, q)

α(1 − α)
‖f‖Lp([0,T ];Eα,q)

)
,

где M(p, q) = M(q)p2

p−1 , если p �= q и M(p, p) = 1.

Теорема 13.4.8 ([79]). Пусть p = q = 1, или p = q = ∞.
Тогда задача (13.1) имеет абсолютно непрерывное решение u(·)
такое, что u′(·), Au(·) ∈ Lp([0, T ];Eα,p) тогда и только тогда,
когда f(·) ∈ Lp([0, T ];Eα,q)) и u0 ∈ E1+α− 1

p
,.
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Это решение удовлетворяет неравенству

‖u(·)‖Lp([0,T ];Eα,p) + ‖Au(·)‖Lp([0,T ];Eα,p) �

�M(‖u0‖1+α− 1
p
,p +

1

α(1 − α)
‖f‖Lp([0,T ];Eα,p)).

Предложение 13.4.3 ([79]). Пусть 1 < p < ∞, f(·) ∈
Lp([0, T ];Eα,p) и u0 ∈ E1+α− 1

p
,∞. Тогда u(·) из формулы (13.2)

удовлетворяет оценке

max
0�t�T

‖u(t)‖E
1+α− 1p ,∞

�M
(
‖u0‖E

1+α− 1p ,∞
+

p2

p− 1
‖f‖Lp([0,T ];Eα,∞)

)
.

Положим |Ω̃| = µ(Ω̃) для µ-измеримого множества Ω̃ ∈ Ω.

Определение 13.4.6. Если (exp(tA)f)(x) =
∫
Ω k(t, x, y)f(y) dy,

t ∈ R, то говорят, что k удовлетворяет Пуассоновской оцен-
ке порядка m ∈ N, если |k(t, x, y)| � P (t, x, y) при почти всех
x, y ∈ Ω, где

P (t, x, y) := |B(x, t1/m)|−1p(d(x,y)
m

t ), а p(·) – ограниченная,
убывающая, непрерывная и сильно положительная функция,
удовлетворяющая условию
limr→∞ rn+δp(rm) = 0 для некоторого δ > 0 и |B(x, ρ)| := {y ∈

Ω : d(x, y) < ρ};

Теорема 13.4.9 ([162]). Пусть 1 < p, q < ∞ и (Ω, µ, d) —
топологическое пространство, удовлетворяющее следующим
условиям:
(i) |B(x, 2ρ)| � C|B(x, ρ)|,
где B(x, ρ) – шар радиуса ρ с центром в точке x;
(ii) ess supx∈Ω|B(x, ρ)| � C ess infx∈Ω|B(x, ρ)|,
(iii) оператор A порождает аналитическую C0-полугруппу

на L2(Ω) с ω(A) < 0.
Пусть полугруппа exp(·A) может быть представлена

ядром, удовлетворяющим Пуассоновской оценке порядка m ∈ N.
Тогда A ∈MR(p,Lq(Ω)), то есть для каждой f ∈ Lp(R+;L

q(Ω))

существует единственное решение u(·) ∈ W 1,p(R+;L
q(Ω)) ∩

Lp(R+;D(Aq)) задачи (13.1) с u0 = 0 в смысле Lp(R+;L
q(Ω)).

Кроме того,∫ ∞
0

‖u(t)‖pLq(Ω) dt+
∫ ∞
0

‖u′(t)‖pLq(Ω) dt+
∫ ∞
0

‖Au(t)‖pLq(Ω) dt �

� C

∫ ∞
0

‖f(t)‖pLq(Ω) dt

при любой f(·) ∈ Lp(R+;L
q(Ω)).
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Определение 13.4.7. Позитивный оператор A ∈ C(E) на-
зывается оператором ограниченных мнимых степеней, если су-
ществуют ε > 0 и M � 1 такие, что Ait ∈ B(E) и ‖Ait‖ � M
при −ε � t � ε.

Предложение 13.4.4 ([74]). Пусть A позитивен и A явля-
ется оператором ограниченных мнимых степеней. Тогда су-
ществуют M � 1 и θ � 0 такие, что {Ait}t∈R - C0-группа
операторов на E с производящим оператором i logA и ‖Ait‖ �
Meθ|t|, t ∈ R.

Заметим, что если E = H – гильбертово и A = A∗ � αI > 0,
то A является оператором ограниченных мнимых степеней.

Определение 13.4.8. Пусть S(R;E) – пространство Швар-
ца гладких быстро убывающих E-значных функций. Для u(·) ∈
S(R;E) определим преобразование Гильберта

(Hu)(t) :=
1

π
PV (

1

t
) ∗ u =

1

π

∫ ∞
−∞

u(τ)

t− τ
dτ, t ∈ R.

Для произвольного банахова пространства E преобразова-
ние Гильберта не обязано быть ограниченным оператором на
Lp(R;E) даже для какого-нибудь p ∈ (1,∞).

Определение 13.4.9. Пространство E называется UMD-
пространством, если преобразование Гильберта - ограничен-
ный оператор на Lp(R;E) при некотором p ∈ (1,∞).

Предложение 13.4.5 ([74]). Гильбертово пространство H,
любое банахово пространство, изоморфное UMD-простран-
ству, любое интерполяционное пространство (X,Y )θ,p и
[X,Y ]θ,p, построенное по интерполяционной паре UMD-
пространств, конечномерное пространство — все они явля-
ются UMD-пространствами.

Предложение 13.4.6 ([74]). Пусть E — UMD - простран-
ство. Тогда преобразование Гильберта – ограниченный опера-
тор на Lp(R, E) для любого p ∈ (1,∞).

Предложение 13.4.7 ([74]). Пусть E — UMD-пространство,
а оператор A ∈ H(θ, ω) таков, что ‖(−A)it‖ � Meφ|t|, t ∈ R.
Тогда задача (13.1) коэрцитивно разрешима в Lp([0, T ];E) с
F = (E,D(A))1− 1

p
,p.

В связи с Предложением 13.4.7 интересно следующее

Предложение 13.4.8 ([192]). Пусть A ∈ H(0, β) на гиль-
бертовом пространстве E = H. Следующие условия эквива-
лентны:
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(i) существуют C > 0 и ω такое, что ‖(−A)it‖ � Ceωt, t ∈
R;

(ii) существует оператор Q ∈ B(H) такой, что Q−1 ∈
B(H) и ‖Q−1 exp(tA)Q‖ � 1, t ∈ R+.
Понятно, что исследование коэрцитивности задач (13.1)

представляет собой по существу изучение оператора свертки
A
∫ t
0 exp((t − s)A)f(s) ds в пространстве Lp([0, T ];E). Для опе-

ратора такого вида естественно применить теорему Михлина о
мультипликаторах Фурье, чтобы доказать его непрерывность в
Lp(R;E) пространстве. Этот подход и был недавно реализован
в [171], [289], [290].
Пуассоновская полугруппа на L1(R) and on Lp(R;E) не коэр-

цитивно корректно поставлена на Lp(R, E) пространстве, если
E не является UMD–пространством (см. [188]). Следовательно,
условие, что E есть UMD–пространство в некотором смысле не-
обходимо.
Однако открытым оставался вопрос о том каждый ли ге-

нератор аналитической полугруппы на Lq(Ω, µ), 1 < q < ∞,
обеспечивает коэрцитивную разрешимость в Lp(R;E). Недавно
Калтон и Ласьен [170] дали отрицательный ответ на этот во-
прос. Если каждая ограниченная аналитическая полугруппа на
банаховом пространстве E такова, что задача (13.1) коэрцитив-
но корректна, то E изоморфно гильбертовому пространству.
Если A порождает ограниченную аналитическую полугруп-

пу {exp(zA) : | arg (z)| � δ}, на банаховом пространстве E, то
следующие три множества ограничены в операторной норме:

i) {λ(λ−A)−1 : λ ∈ iR, λ �= 0};
ii) {exp(tA), tA exp(tA) : t > 0};
iii) {exp(zA) : | arg z| � δ}.

В гильбертовых пространствах отсюда следует коэрцитивная
корректность в Lp(R+;E), однако только в гильбертовых про-
странствах E. Необходимым дополнительным условием в более
общих банаховых пространствах E будет R–ограниченность.
Множество T ⊂ B(E) называется R–ограниченным, если су-

ществует постоянная C <∞ такая, что для всех Q1, . . . , Qk ∈ T
и x1, . . . , xk ∈ E, k ∈ N,

∫ 1
0
‖

k∑
j=0

rj(u)Qj(xj)‖ du � C

∫ 1
0
‖

k∑
j=0

rj(u)xj‖ du, (13.13)

где {rj} — последовательность нкзависимых симметричных
{−1, 1}–значных случайных величин, например, функций Ра-
демахера rj(t) = sign (sin(2jπt)) на [0, 1]. Наименьшее C
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такое, что выполнено (13.13), называется постоянной R–
ограниченности T и обозначается через R(T ).

Теорема 13.4.10 ([290]). Пусть A порождает ограничен-
ную аналитическую полугруппу exp(tA) на UMD–пространстве
E. Тогда задача (13.1) коэрцитивно корректна в пространст-
ве Lp(R+;E) в том и только том случае, если одно из выше-
указанных множеств i), ii) или iii) R–ограничено.

Дискретный вариант теоремы 13.4.10 рассмотрен в [80].

Определение 13.4.10. Задача (13.5) называется коэрци-
тивно разрешимой в Lp([0, T ];E), 1 � p �∞, если для любого
f(·) ∈ Lp([0, T ];E) существует единственное решение u(·), кото-
рое удовлетворяет уравнению почти всюду, u(0) = u0, u′(0) = u1

и такое, что u′′(·), Au(·) ∈ Lp([0, T ];E) и выполнено неравенство
коэрцитивности

‖u′′(·)‖Lp([0,T ];E) + ‖Au(·)‖Lp([0,T ];E) �
�M(p)(‖f(·)‖Lp([0,T ];E) + ‖u0‖D(A) + ‖u1‖E1).

(13.14)

Теорема 13.4.11 ([231]). Пусть задача (13.5) коэрцитивно
разрешима в Lp([0, T ];E), с некоторым 1 � p � ∞. Тогда A
ограничен.

Доказательство. Положим для простоты u0 = u1 = 0.

Тогда из (13.14) следует, что оператор (Kf)(t) := A
∫ t
0 S(t −

s,A)f(s) ds, т.е. оператор K из (12.19) с B = I, является не-
прерывным из Lp([0, T ];E) в Lp([0, T ];E). Из Теоремы 12.7.1
вытекает, что K ∈ B(Lp([0, T ];E), C([0, T ];E)). Возьмем теперь
f ∈ C([0, T ];E). Тогда из следствия 12.8.2 мы получаем, что
‖AS(·, A) ∗ f‖C([0,T ];E) � CT 1/pT 1/q‖f‖C([0,T ];E), где

1
p +

1
q = 1 и,

следовательно, SV (C(·, A), t) � Ct при t → 0. Поэтому, в силу
Предложения 8.1.14 получаем ограниченность оператора A.

§ 13.5. Коэрцитивность в B([0, T ];C2θ(Ω))

В [151] доказан следующий результат:

Теорема 13.5.1. Пусть Ω — открытое ограниченное под-
множество Rn, лежащее по одну сторону от его топологи-
ческой границы ∂Ω, которая является подмногообразием Rn

размерности n−1 и класса C2+θ для некоторого θ ∈ (0, 2)\{1}.
Пусть A = A(x,Dx) =

∑
|α|�2 aα(x)D

α
x — сильно эллиптический

оператор второго порядка (т.е. Re
∑
|α|=2 aα(x)ξ

α � ν|ξ|2 для
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некоторого ν > 0 и для любого (x, ξ) ∈ Ω × Rn) с коэффици-

ентами класса Cθ(Ω). Тогда существуют µ � 0, φ0 ∈
(
π

2
, π

)
такие, что для любых λ ∈ C с |λ| � µ и |Argλ| � φ0 задача{

λu−Au = f,
γ0u = 0,

(13.15)

при любом f(·) ∈ Cθ(Ω) имеет единственное решение u(·), при-
надлежащее C2+θ(Ω) для некоторого M > 0,

|λ|1+
θ
2 ‖u‖C(Ω) + |λ| ‖u‖Cθ(Ω) + ‖u‖C2+θ(Ω) �

�M
(
‖f‖Cθ(Ω) + |λ|

θ
2 ‖γ0f‖C(∂Ω)

)
,

(13.16)

где γ0 — оператор следа на ∂Ω.

Из (13.16) ясно, что оператор A, вообще говоря, не порождает
C0–полугруппы в пространстве E = Cθ(Ω), однако, следуя, ска-
жем, [200], можно построить полугруппу exp(tA), t � 0, которая
будет аналитической.
Рассмотрим следующую смешанную параболическую задачу

Коши–Дирихле:
∂u
∂t (t, x) = Au(t, x) + f(t, x), t ∈ [0, T ], x ∈ Ω,
u(t, x′) = g(t, x′), t ∈ [0, T ], x′ ∈ ∂Ω,
u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω.

(13.17)

Определение 13.5.1. Говорят, что задача (13.17) имеет
классическое решение, если существует непрерывная функция
u(t, x), имеющая первую производную по t и производные по-
рядка меньшего или равного двум по пространственным пере-
менным, которые непрерывны вплоть до границы [0, T ]×Ω, т.е.

u(·) ∈ C1
(
[0, T ];C(Ω)

)
∩ C

(
[0, T ];C2(Ω)

)
и выполяются уравне-

ния в (13.17).

Пространство B([0, T ];C2θ(Ω)) определяется как простран-
ство ограниченных функций u(·) : [0, T ] → C2θ(Ω) наделенное
обычной sup-нормой.

Теорема 13.5.2 ([151]). Предположим, что выполнены сле-
дующие условия при некотором θ ∈ (0, 2) \ {1}:
(I) Ω — открытое ограниченное подмножество в Rn, ле-

жащее по одну сторону от его топологической границы ∂Ω,
которая является подмногообразием Rn размерности n − 1 и
класса C2+2θ;
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(II) оператор A = A(x, ∂x) =
∑
|α|�2 aα(x)∂

α
x — сильно эллип-

тический оператор второго порядка (т.е. Re
∑
|α|=2 aα(x)ξ

α �
ν|ξ|2 для некоторого ν > 0 и для любого (x, ξ) ∈ Ω × Rn) с
коэффициентами класса C2θ(Ω)).
Тогда задача (13.17) имеет единственное классическое ре-

шение u(·), принадлежащее B
(
[0, T ];C2+2θ(Ω)

)
, такое, что

∂u

∂t
∈ B

(
[0, T ];C2θ(Ω)

)
, в том и только том случае, если вы-

полнены следующие условия:
(a) u0 ∈ C2+2θ(Ω);

(b) f ∈ C
(
[0, T ];C(Ω)

)
∩B

(
[0, T ];C2θ(Ω)

)
;

(c) g ∈ B
(
[0, T ];C2+2θ(∂Ω)

)
∩C

(
[0, T ];C2(∂Ω)

)
∩C1

(
[0, T ];C(∂Ω)

)
,

∂g

∂t
∈ B

(
[0, T ];C2θ(∂Ω)

)
,
∂g

∂t
− γf ∈ Cθ

(
[0, T ];C(∂Ω)

)
;

(d) γu0 = g(0, ·);

(e)
∂g

∂t
(0, ·) − γf(0, ·) = γAu0.

§ 13.6. Краевая задача

Рассмотрим двухточечную граничную задачу{
u(m)(t) = Au(t) + f(t), t ∈ [0, T ],
u(j)(0) = u0j , j ∈ α1, u(k)(T ) = u1k, k ∈ α2,

(13.18)

с непрерывной функцией f(·) ∈ C([0, T ];E).
Под решением задачи (13.18) понимаем функцию u(·) ∈

Cm([0, T ];E), принимающую значения в D(A) и удовлетворя-
ющую (13.18) с u0j , u

1
k ∈ D для некоторого плотного в D(A)

множества D.
Очевидно определение корректной постановки: если fn(t)→ 0

равномерно по t из промежутка [0, T ] и u0j,n → 0, u1k,n → 0 при
j ∈ α1, k ∈ α2 и n→∞, то un(t)→ 0 равномерно по t ∈ [0, T ] .

Теорема 13.6.1 ([134]). Пусть задача (13.18) корректно
поставлена при u0j = 0, u

1
k = 0 для любых j ∈ α1, k ∈ α2. Тогда

m0 +m1 � m, где m0 = |α0, m1 = |α1|.

Теорема 13.6.2 ([134]). Пусть задача (13.18) корректно
поставлена при f(·) ≡ 0. Тогда m0 +m1 � m.
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Теорема 13.6.3 ([134]). Пусть задача (13.18) корректно
поставлена и либо
i) m четно и m0 <

m−2
2 или m1 <

m−2
2 ,

либо
ii) m нечетно и m0 <

m−1
2 или m1 <

m−1
2

Тогда A ограничен.

Теорема 13.6.4 ([103]). Пусть A ∈ C(M,ω) и −N20 ⊆ ρ(A) и
оба предела (5.1) существуют при всех x ∈ E. Тогда сущест-
вует единственное решение задачи Дирихле

u′′(t) = Au(t), u(0) = x, u(π) = y, 0 � t � π,

причем
sup
0�s�π

‖u(s)‖ � c(‖u(0)‖ + ‖u(π)‖).

Рассмотрим задачу

u′′(t) = Au(t) + f(t), t ∈ R (13.19)

с оганиченными решениями и с секториальным оператором A
на E.

Теорема 13.6.5 ([289]). Пусть A задан на UMD простран-
стве E. Тогда задача (13.19) является коэрцитивно разреши-
мой т. и т. т., когда множество {λ(λ−A)−1 : λ < 0} является
R-ограниченным в B(E).

В пространстве E рассмотрим задачу

u′′(t) = Au(t) + f(t), t ∈ [0, T ],

Liu = αi1u(0) + αi2u
′(0) + βi1u(T ) + βi2u

′(T ) = fi,

i = 1, 2

(13.20)

с позитивным оператором A. Краевая задача (13.20) называется
равномерно корректной на X ⊂ E и [a, b] ⊂ [0, T ] если для лю-
бых f1, f2 ∈ E ее решение u(·) ∈ C2([0, T ];E) существует, един-
ственно и устойчиво по отношению к fi, i = 1, 2, равномерно по
t ∈ [0, T ], т.е.

sup
t∈[a,b]

‖u(t)− ũ(t)‖ � C
(
‖f1 − f̃1‖+ ‖f2 − f̃2‖

)
.

В [28], [45] даны необходимые и достаточные условия то-
го, чтобы задача (13.20) с позитивным оператором A , была
равномерно-корректной. Там же установлены также ряд теорем
о корректности и некорректности эллиптических задач, а также
теоремы для задач типа

u′(t) = Au(t), 0 < t < T, µu(0) + u(T ) = u0.
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Глава 14

ПОЛУЛИНЕЙНЫЕ ЗАДАЧИ

В настоящее время имеется довольно обширный материал
(см., например, [46], [92], [94]) по исследованию полугрупповы-
ми методами нелинейных задач u′(t) = (Au)(t) и u′(t) ∈ (Au)(t).
В данной главе мы рассматриваем лишь задачи с линейным
главным оператором A и гладкой нелинейной правой частью f .
Именно для таких полулинейных задач достаточно хорошо раз-
работан численный анализ, который мы приведем лиш в двух
теоремах. По поводу общих аппроксимационных теорем и чис-
ленного анализа см. обзор [152].

§ 14.1. Уравнение первого порядка

Рассмотрим в банаховом пространстве E задачу Коши{
u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t ∈ [0, T ],
u(0) = u0,

(14.1)

с оператором A, порождающим C0-полугруппу. Здесь функция
f : [0, T ] × E → E. Существование и единственность решения
задачи (14.1) подробно обсуждается, например, в [71]. Класси-
ческое решение задачи (14.1) определяется аналогично Опреде-
ленияю 13.2.1.
Заметим, что всякое классическое решение задачи (14.1)

удовлетворяет уравнению

u(t) = (Ku)(t) ≡ exp(tA)u0 +
∫ t

0
exp((t− s)A)f(s, u(s)) ds.

(14.2)

Определение 14.1.1. Непрерывное решение u(·) уравнения
(14.2) называется обобщенным решением задачи (14.1).

Понятно, что в полулинейном случае обобщенное решение
также, как и в случае неоднородных уравнений, не обязано быть
классическим решением.

Теорема 14.1.1 ([18]). Пусть A ∈ G(M,ω), u0 ∈ E, функция
f : R+ × E → E непрерывна по t и липшицева по второму
аргументу, т.е. для каждого τ > 0

‖f(t, x)− f(t, y)‖ � L(τ)‖x− y‖E

при любых x, y ∈ E, 0 � t � τ , и некотоой константе L(τ).
Тогда задача (14.1) имеет единственное обобщенное решение
на R+.
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Если условие Липшица выполняется локально, то справедли-
ва локальная теорема существования обобщенного решения.
Условия существования и единственности задач типа (14.1)

- (14.2) подробно исследовались, например, в [18], [71], [72], [74],
[157].

Предложение 14.1.1 ([44]). Пусть −A сильно позитивен и
A−1 ∈ B0(E). Пусть оператор f(t, u) непрерывен по совокуп-
ности переменных и ‖f(t, u(t))‖ � c(R) < ∞ при t ∈ [0, t0] и
‖u‖ � R. Тогда существует по крайней мере одно обобщенное
решение задачи (14.1) на [0, t∗] ⊂ [0, t0], t∗ � t0.

Предложение 14.1.2 ([44]). Пусть −A сильно позитивен.
Пусть оператор-функция f(t, A−αw) непрерывна на [0, t0] при
любом w ∈ E и пусть ‖f(t, A−αw1) − f(t, A−αw2)‖ � c(R)‖w1 −
w2‖, ‖w1‖, ‖w2‖ � R. Пусть наконец u0 ∈ D(Aα). Тогда сущест-
вует единственное обобщенное, т.е. непрерывное решение w(·)
уравнения

w(t) = exp(tA)Aαu0 +

∫ t

0
Aα exp((t− s)A)f(s,A−αw(s))ds

определенное на [0, t∗] ⊂ [0, t0].

Пусть Ω - открытое множество в банаховом пространстве
E и пусть B : Ω → E – компактный оператор, не имеющий
неподвижных точек на границе Ω. Тогда для векторного поля
W(x) = x − Bx определено вращение γ(I − B; ∂Ω) являющееся
целочисленной характеристикой этого поля. Пусть z∗ - изоли-
рованная неподвижная точка оператора B в шаре B(z∗, r0) с ра-
диусом r0 и центром в точке z∗. Тогда γ(I − B; ∂B(z∗, r0)) =
γ(I −B; ∂B(z∗, r)) при 0 < r < r0.
Это общее значение вращения называется индексом непо-

движной точки z∗ и обозначается ind(z∗; I − B).

Теорема 14.1.2 ([24]). Пусть A ∈ H(θ, ω), резольвента (λ−
A)−1 компактна при некотором λ ∈ ρ(A) и оператор K задан
формулой (14.2). Если u∗(·) - единственное обобщенное решение
задачи (14.1), то ind(u∗(·); I −K) = 1.

Эта теорема используется, например, при аппроксимации за-
дачи Коши (14.1) как по пространству так и по времени [58].

Определение 14.1.2. Решение задачи Коши (14.1) называ-
ется устойчивым по Ляпунову если для любого ε > 0 сущест-
вует δ > 0 такое , что неравенство ‖u(0) − ũ(0)‖ � δ влечет
max0�t<∞ ‖u(t) − ũ(t)‖ � ε, где ũ(·) – решение задачи (14.1) с
начальным условием ũ(0).
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Определение 14.1.3. Решение задачи Коши (14.1) называ-
ется равномерно асимптотически устойчивым в точке u(0),
если оно устойчиво по Ляпунову и для любого обобщенного
решения ũ(·) задачи (14.1) с ‖u(0) − ũ(0)‖ � δ следует, что
limt→∞ ‖u(t)− ũ(t)‖ = 0 равномерно по ũ(0) ∈ B(u(0), δ), т.е. су-
ществует функция Φu(0),δ(·) такая, что ‖u(t) − ũ(t)‖ � Φu(0),δ(t)

с Φu(0),δ(t)→ 0 при t→∞.

Отметим, что условия существования равномерной асимпто-
тической устойчивости решения задачи (14.1) даны, например,
в [71] - Теорема 8.1.8. Эти условия связаны с расположением
спектра оператора A+ ∂

∂uf(t, u
∗(·)).

Рассмотрим в банаховом пространстве E периодическую за-
дачу

v′(t) = Av(t) + f(t, v(t)), v(0) = v(T ), t ∈ R+, (14.3)

с оператором A ∈ H(θ, ω). В случае периодических решений ана-
логом уравнения (14.2) будет интегральное уравнение

v(t) = (Kv)(t) ≡

≡ exp(tA)(I + exp(TA))−1
∫ T

0
exp((T − s)A)f(s, v(s))ds+

+

∫ t

0
exp((t− s)A)f(s, v(s))ds, t ∈ [0, T ]. (14.4)

Как было отмечено в Предложении 2.1.36 из [15], для разре-
шимости задачи (14.3) достаточно предполагать существование
обратного оператора (I − exp(tA))−1 при t > t0. Тогда оператор
(I − exp(tA))−1 ∈ B(E) при любом t > 0.

Обозначим через u(·, u0) решения задачи (14.1) с u(0) =

u0. Тогда функция u(·, u0) удовлетворяет уравнению (14.2), и
мы можем определить оператор сдвига по траектории Ku0 =
u(T, u0), который отбражает E в E. Если u(·, u0) является T -

периодическим решением задачи (14.1), то u0 есть нуль вектор-
ного поля оператора K, т.е. (I −K)(u0) = 0.
Обратим внимание на то, что оператор K отображает

C([0, T ];E) в C([0, T ];E) и его неподвижные точки, если они су-
ществуют, есть решения уравнения (14.4).

Теорема 14.1.3 ([93]). Пусть A ∈ H(θ, ω), резольвента
(λI − A)−1 компактна при некотором λ ∈ ρ(A), а функция f
достаточно гладкая так, что существует периодическое ре-
шение v∗(·) задачи (14.3) такое, что задача (14.1) в точке
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u(0) = v∗(0) имеет изолированное равномерно асимптотически
устойчивое решение. Тогда ind(v∗(0); I −K) = ind(v∗(·); I −K).

Доказательство. Пусть S ≡ S(x∗, ρ). Тогда вращение γ(I−
K; ∂S) поля I −K на сфере ∂S равно индексу ind(x∗; I −K):

γ(I −K; ∂S) = ind(x∗; I −K). (14.5)

Пусть

M = sup
x∈S

max
0�t�T

‖v(t;x)‖ (14.6)

и рассмотрим область Ω ⊂ F = C([0, T ];E) определенную как

Ω = {u(·) ∈ C([0, T ];E) : u(0) ∈ S, ‖u(·)‖F �M + 1}.

Единственным нулем компактного векторного поля I −K на Ω
является функция v∗(·). Следовательно,

γ(I −K; ∂Ω) = ind(v∗(·); I −K).

Ввиду (14.5) and (14.6) для того, чтобы доказать теорему о род-
ственности, достаточно показать, что

γ(I −K; ∂S) = γ(I −K; ∂Ω). (14.7)

Для этого рассмотрим на ∂Ω семейство компактных векторных
полей

Φ(v(·);λ) = v(t)− (1− λ)exp(tA)
(
I − exp(TA)

)−1
×

×

T∫
0

exp
(
(T − s)A

)
f
(
s; v(s)

)
ds− λ exp(tA)K

(
v(0)

)
−

−

t∫
0

exp
(
(t− s)A

)
f
(
s, v(s)

)
ds (0 � λ � 1). (14.8)

Поля Φ
(
v(·);λ

)
невырождены на ∂Ω. Действительно, если для

некоторых v0(·) ∈ ∂Ω и λ0 ∈ [0, 1] мы имеем Φ
(
v0(·);λ0

)
= 0, то

v0(0) = (1− λ0)
(
I − exp(TA)

)−1
×

×

T∫
0

exp
(
(T − s)A

)
f
(
s, v0(s)

)
ds+ λ0v0(T ).

(14.9)
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Так как из равенства (14.9) и того, что Φ
(
v0(·);λ0

)
= 0, следует,

что функция v0(·) есть обобщенное решение (14.1), то получаем

T∫
0

exp
(
(T − s)A

)
f
(
s, v0(s)

)
ds = v0(T )− exp(TA)v0(0). (14.10)

Без потери общности можно положить, что Reσ(A) < 0. Но из
(14.9) and (14.10) следует, что

exp(TA)
(
(v0(0)− v0(T )

)
= λ−10

(
v0(0) − v0(T )

)
.

Если v0(0) − v0(T ) �= 0, то этот элемент есть собственный век-
тор оператора exp(TA) с собственным значением λ−10 > 1. Од-
нако это невозможно, так как Reσ(A) < 0 и для аналитичес-
ких C0-полугрупп σ

(
exp(TA)

)
\ {0} = eTσ(A). Следовательно

v0(0) = v0(T ), откуда следует, что v0(·) есть T -периодическое
решение задачи (14.3) и что это есть ноль поля I−K. Мы при-
ходим к противоречию.
Поля семейств (14.8) невырождены на ∂Ω. Поэтому поля

Φ
(
v(·); 0

)
= I − K и Φ

(
v(·); 1

)
гомотопны на ∂Ω. Мы получа-

ем

γ(I −K; ∂Ω) = γ
(
Φ
(
v(·); 1

)
; ∂Ω

)
. (14.11)

Рассмотрим на ∂Ω следующее семейство векторных полей (0 �
λ � T )

Ψ
(
v(·);λ

)
= v(t)− Pλ

(
exp(tA)K

(
v(0)

)
+

+

t∫
0

exp
(
(t− s)A

)
f
(
s, v(s)

)
ds
)
,

(14.12)

с оператором Pλ : F → F , определенным как (Pλw)(t) = w(t)
для 0 � t � λ, и (Pλw)(t) = w(λ) для λ � t � T.
Оператор

Q(v(·))(t) = exp(tA)K
(
v(0)

)
+

t∫
0

exp
(
(t− s)A

)
f
(
s, v(s)

)
ds,

который отображает F на F , компактен. Оператор Pλ : F → F
сильно непрерывен по λ. Поэтому оператор PλQ равномерно не-
прерывен по λ и семейство (14.12) есть компактная деформация
(см. раздел 19.1 в [43]).
Покажем, что семейства (14.12) невырождены на ∂Ω. Пред-

положим, что для некоторого λ0 ∈ [0, 1] and v0(·) ∈ ∂Ω мы имеем
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v0(·) �= v(·;x∗) and Ψ
(
v0(·);λ0

)
= 0. Граница ∂Ω области Ω со-

стоит из двух частей

G0 = {v(·) ∈ C([0, T ];E) : v(0) ∈ S, ‖v(·)‖C([0,T ];E) =M + 1}

и

G1 = {v(·) ∈ C([0, T ];E) : v(0) ∈ ∂S, ‖v(·)‖C([0,T ];E) �M + 1}.

Пусть v0(·) ∈ G0. Тогда

‖v0(·)‖C([0,T ];E) =M + 1. (14.13)

С другой стороны, так как функция v0(·) есть решение (14.1) на
отрезке [0, λ] и v0(0) ∈ S, то из (14.6) следует, что

‖v0(·)‖C([0,T ];E) = max
0�t�T

‖v0(t)‖E = max
0�t�λ

‖v0(t)‖E �M. (14.14)

Уравнения (14.13) and (14.14) противоречивы. Поэтому имеет-
ся только одна возможность — v0(·) ∈ G1 и v0(0) ∈ ∂S. Но из
Ψ
(
v0(·);λ0

)
= 0 следует, что v0(0) = K(v0(0)), что невозможно

в силу выбора радиуса ρ шара S. Поэтому, поля (14.12) невы-

рождены на ∂Ω и гомотопны. Следовательно, γ
(
Ψ
(
v(·); 0

)
; ∂Ω

)
=

γ
(
Ψ
(
v(·);T

)
; ∂Ω

)
. Но Ψ

(
v(·);T

)
= Φ

(
v(·); 1

)
и, следовательно,

γ
(
Ψ
(
v(·); 0

)
; ∂Ω

)
= γ

(
Φ
(
v(·); 1

)
; ∂Ω

)
. (14.15)

Рассмотрим векторное поле

Ψ
(
v(·); 0

)
= v(t)−K

(
v(0)

)
(v(·) ∈ ∂Ω).

Поскольку оператор K
(
v(0)

)
также можно рассматривать как

отображения из F в пространство функций-констант, которое
мы обозначим Ẽ, то (см. [43] ) его вращение совпадает с вра-

щением его сужения Ψ̃ на ∂Ω ∩ Ẽ и его вращение совпадает с
вращением его сужения Ψ̃

(
v(·); 0

)
на ∂Ω ∩ Ẽ. Но поле Ψ̃

(
v(·); 0

)
на ∂Ω ∩ Ẽ изоморфно полю I −K на ∂S. Поэтому

γ
(
Ψ
(
v(·); 0

)
; ∂Ω

)
= γ

(
Ψ̃
(
v(·); 0

)
; ∂Ω ∩ Ẽ

)
= γ(I −K; ∂S). (14.16)

Из цепочки равенств (14.11), (14.15), (14.16) мы получаем (14.7).
Теорема доказана.

Чтобы показать как можно использовать на практике, на-
пример, Теорему 14.1.3, определим условия
(A) Согласованность. Существует λ ∈ ρ(A) ∩ ∩n ρ(An) такое,
что резольвенты сходятся:

R(λ;An)→ R(λ;A);
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(B) Устойчивость. Существуют некоторые постоянные M1 � 1
и ω такие, что

‖R(λ;An)‖ �M/|λ− ω| при Reλ > ω.

Для формулировки теоремы сходимости нам нужно опреде-
лить некоторые понятия. Под полудискретной аппроксимацией
T-периодической задачи (14.3) понимаются T-периодические за-
дачи

v′n(t) = Anvn(t) + fn
(
t, vn(t)

)
, vn(t) = vn(t+ T ), t ∈ R+, (14.17)

где операторы An порождают аналитические полугруппы в En,
выполнено условие (A), функции fn равномерно ограничены:
supt∈[0,T ],‖xn‖�c1 ‖fn(t, xn)‖ � C2, функции fn аппроксимируют f ,
достаточно гладки и fn(t, xn) = fn(t+T, xn) для любых xn ∈ En
и t ∈ R+.
Слабое решение (14.17) определяется из уравнений

vn(t) = (Knvn)(t) ≡

exp(tAn)
(
In − exp(TAn)

)−1 ∫ T

0
exp

(
(T − s)An

)
fn
(
s, vn(s)

)
ds+

+

∫ t

0
exp

(
(t− s)An

)
fn
(
s, vn(s)

)
ds. (14.18)

Теорема 14.1.4. Предположим, что выполнены условия
(A) и (B) компактные резольвенты R(λ;A), R(λ;An) сходятся:

R(λ;An)→ R(λ;A)

компактно для некоторого λ ∈ ρ(A). Пусть
(i) функции f, fn достаточно гладки, так что существует

изолированное слабое решение v∗(·) периодической задачи (14.3)
с v∗(0) = x∗ такое, что задача Коши

u′(t) = Au(t) + f
(
t, u(t)

)
, u(0) = x∗, (14.19)

имеет равномерно асимптотически устойчивое изолированное
решение в точке x∗;
(ii) fn(t, xn)→ f(t, x) для любого t ∈ [0, T ] при xn → x;
(iii) пространство E сепарабельно.
Тогда при почти всех n задачи (14.17) имеют периодические

слабые решения v∗n(t), t ∈ [0, T ], в окрестности pnv
∗(·), где v∗(·)

— слабое периодическое решение (14.3) с v∗(0) = x∗. Каждая
последовательность {v∗n(·)} P-компактна и v∗n(t) → v∗(t) рав-
номерно по t ∈ [0, T ].
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Доказательство. Разобьем доказательство на несколько
шагов.
Шаг 1. Покажем сначала, что компактная сходимость ре-

зольвент R(λ;An) → R(λ;A) эквивалентна компактной сходи-
мости C0-полугрупп exp(tAn) → exp(tA) for any t > 0. Пусть
‖xn‖ = O(1). Тогда из оценки ‖An exp(tAn)‖ � M

t e
ωt получа-

ем ограниченность последовательности {(An−λIn) exp(tAn)xn}.
Ввиду компактной сходимости резольвент получаем компакт-
ность последовательности {exp(tAn)xn}.
Необходимость будет доказана, если для меры некомпакт-

ности µ(·) (определение см. в [275] ) будет установлено, что
µ
(
{(λIn −An)

−1xn}
)
= 0 при ‖xn‖ = O(1). Имеем

µ
(
{(λIn −An)

−1xn}
)
= µ

(
{
∫ ∞
0

e−λt exp(tAn)xn}
)
�

� µ
(
{
∫ q

0
e−λt exp(tAn)xndt}

)
+ µ

(
{
∫ ∞
Q

e−λt exp(tAn)xndt}
)
+

+µ
(
{exp(εAn)

∫ Q

q
e−λt exp

(
(t− ε)An

)
xndt}

)
.

Первые два члена могут быть сделаны меньшими, чем ε за счет
выбора q,Q. Последний член равен нулю ввиду компактной схо-
димости exp(εAn)→ exp(εA) для любого 0 < ε < q.
Шаг 2. Рассмотрим теперь операторы K и Kn определенные

(14.4) и (14.18) в пространствах
F = C([0, T ];E) ≡ {u(t) : ‖u‖F = max

t∈[0,T ]
‖u(t)‖E <∞}

и
Fn = C([0, T ];En) ≡ {un(t) : ‖un‖Fn = max

t∈[0,T ]
‖un(t)‖En <∞}.

Оператор K, определенный в (14.4), компактен в F. В самом
деле, получаем, что оператор

Fε(uk)(t) = exp(εA)

∫ t−ε

0
exp

(
(t− s− ε)A

)
f
(
s, uk(s)

)
ds

отображает любое ограниченноемножество функций {uk(·)},
‖uk(·)‖F � C, в компактное множество в E для любых t > 0
и 0 < ε < t. Можно увидеть, ччто ‖Fε(uk)(t) − F(uk)(t)‖ � Cε
для любого t ∈ (0, T ], где

F(uk)(t) =
∫ t

0
exp

(
(t− s)A

)
f
(
s, uk(s)

)
ds

и 0 < ε < t. Тогда оператор F(·)(t) : F → E компактен для
тех же t > 0. При t = 0 оператор F(·)(0) также компактен.
Кроме того, множество функций {Fk(·)}, Fk(t) = F(uk)(t), t ∈
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[0, T ], равномерно ограничено и равностепенно непрерывно так
как при 0 < t1 < t2 получаем

‖Fk(t2)−Fk(t1)‖ � C
(∫ t1

0
‖ exp

(
(t2−s)A

)
−exp

(
(t1−s)A

)
‖ds+|t2−t1|

)
и exp(·A) равномерно непрерывна по t > 0.

Последовательность {yk}, yk =
(
I − exp(TA)

)−1 ∫ T
0 exp

(
(T −

s)A
)
f
(
s, uk(s)

)
ds ∈ E, компактна, потому что {F(uk)(T )} —

компактное множество. Значит {exp(·A)yk} — компактная по-
следовательность функций в F. По обобщенной теореме Арцела–
Асколи, оператор K компактен.
Шаг 3. Легко видеть, что Kn → K. В самом деле, In →

I устойчиво, exp(TAn) → exp(TA) компактно, так что In −
exp(TAn) → I − exp(TA) собственно, нуль-пространство N

(
I −

exp(TA)
)
= {0} и операторы In−exp(TAn) фредгольмовы индек-

са нуль. Тогда из [14] следует, что In−exp(TAn)→ I−exp(TA)

устойчиво, т.е.
(
In − exp(TAn)

)−1
→

(
I − exp(TA)

)−1 и схо-
димость Kn → K есть следствие теоремы о мажорированной
сходимости. Для того, чтобы показать, что Kn → K ком-
пактно, предположим, что ‖un‖Fn = O(1). Теперь {Knun} P-
компактно по обобщенной теореме Арцела–Асколи. Чтобы по-
казать это, проверим обращение в нуль меры некомпактности
µ({(Knun)(t)}) = 0 для всех t ∈ [0, T ]. Рассмотрим равенство

(Knvn)(t) = exp(tAn)yn + ψτ
n(t) + ϕτ

n(t),

где

yn =
(
In − exp(TAn)

)−1 ∫ T

0
exp

(
(T − s)An

)
fn
(
s, vn(s)

)
ds,

ψτ
n(t) = exp(τAn)

∫ t−τ

0
exp

(
(t− s− τ)An

)
fn
(
s, vn(s)

)
ds,

ϕτ
n(t) =

∫ t

t−τ
exp

(
(t− s)An

)
fn
(
s, vn(s)

)
ds.

Ввиду ограниченности ‖fn
(
·, vn(·)

)
‖Fn , можно взять член

‖ϕτ
n(·)‖Fn достаточно малым с достаточно малым τ и µ({ψτ

n}) =
0. Последовательность {yn} P-компактна, что и утверждалось.
Шаг 4. Из условия существования изолированного равномер-

но асимптотически устойчивого решения u(t;x∗) задачи (14.19)
следует, что в малой окрестности x∗, скажем, в S(x∗, ρ) ⊂ E,
оператор K компактен, поскольку множество F(uk)(T ) компакт-
но для любых {uk}, uk(t) ∈ S(x∗, ε), t ∈ [0, T ], с ‖uk(0) − x∗‖ � δ.
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Точка x∗ является изолированным нулем компактного вектор-
ного поля I − K и определен ind(x∗; I − K). Аналогичным об-
разом, функция v∗(t) = u(t;x∗), t ∈ [0, T ], являющаяся решением
задачи (14.4), есть изолированный нуль поля I −K и определен
ind(v∗(·); I −K).
Из теоремы 14.1.3 следует выполнение равенства ind(x∗; I −

K) = ind(v∗(·); I −K).
Шаг 5. Из условия равномерной асимптотической устойчи-

вости решения u∗(·) задачи (14.1) в точке x∗ следует, что
существует целое число m такое, что оператор Km отобра-
жает шар S(x∗, δ) в себя; более точно, ‖Km(x∗) − Km(x)‖ �
φx∗,δ(mT ) < δ для любого x ∈ S(x∗, δ). Значит это означает,
что ind(x∗; I − Km) = 1 и по теореме 31.1 из [43] получаем
ind(x∗; I −K) = 1. Используя шаг 4, имеем ind(v∗(·); I −K) = 1.
Теперь Kn → K компактно, ind(v∗(·); I − K) = 1 и, применяя
результат из [275], получаем, что множество решений задачи
(14.18) не пусто, любая последовательность решений {v∗n(·)} P-
компактна и, кроме того, v∗n(t) → v∗(t) равномерно по t ∈ [0, T ]
при n→∞. Теорема доказана.

§ 14.2. Уравнение второго порядка

Рассмотрим в банаховом пространстве E полулинейную за-
дачу Коши

u′′(t) = Au(t) + f(t, u(t), u′(t)),

u(0) = u0, u′(0) = u1, t ∈ R,
(14.20)

с оператором A, который является производящим оператором
C0-косинус оператор-функции, и непрерывной функцией f : R×
D → E, где D ⊆ E1 × E локально замкнутое подмножество
E1 ×E.

Определение 14.2.1. Классическим решением (14.20) на
отрезке [0, T ] назовем функцию u(·) : R → E такую, что u(·)
дважды непрерывно дифференцируема и удовлетворяет (14.20)
при всех t ∈ [0, T ].

Как известно, классическое решение u(t) задачи (14.20) удов-
летворяет также интегральному уравнению (см. [271])

u(t) = (Ku)(t) ≡ C(t, A)u0 + S(t, A)u1 +

+

∫ t

0
S(t− s,A)f(s, u(s), u′(s))ds (14.21)

и соответственно является обобщенным решением. Напомним,
что решение u(·) ∈ C1([0, T ];E) уравнения (14.21) называется
обобщенным решением (14.20).
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Обобщенное решение (14.20) будет одновременно классичес-
ким решением, если f(·, u(·)) абсолютно непрерывна и п.в. диф-
ференцируема. Поэтому, вообще говоря, при непрерывной функ-
ции f обобщенное решение не является классическим.
Вопросы существования и единственности задачи (14.20) из-

учались, например, в [157], [271]. В [157] рассмотрен также слу-
чай, когда E — банахова решетка.
Предположим также, что f : J × E × E → E удовлетворяет

следующим условиям:
(C1) f(·, x, y) сильно измерима при всех x, y ∈ E, and

f(t, 0, 0) ∈ L1(J,E).
(C2) Для всех x, y, h, k ∈ E и для почти всех t ∈ J ,

‖g(t, x+ h, y + k)− g(t, x, y)‖ � q(t, ‖h‖, ‖k‖),

где f : J×R2+ → R+ — функция Каратеодори, q(t, ·, ·) не убывает
при почти всех, t ∈ J , задача

u′′(t) =M f(t, u(t), u′(t)), u(0) = u0, u
′(0) = u1, (14.22)

с некоторой постоянной M имеет для каждого (u0, u1) ∈ R2+
верхнее решение на J и нулевая функция является единствен-
ным решением (14.22), когда u0 = u1 = 0.

Теорема 14.2.1 ([157]). Если выполнены предположения (C1)–
(C2), то для каждого (u0, u1) ∈ E2 × E задача (14.20) имеет
единственное обобщенное решение u(·) на J. Кроме того, u(·)
имеет вид u(t) = u0 +

∫ t
0 y(s) ds, t ∈ J, где y(·) — равномерный

предел последовательности (yn)∞n=0 последовательных прибли-
жений

yn+1(t) = S(t)Au0 + C(t)u1 +

+

∫ t

0
C(t− s,A)f(s, u0 +

s
∫
0
yn(τ))dτ, yn(s)) ds,

t ∈ J, n ∈ N, с произвольно выбранным y0 ∈ C(J,E).

Рассмотрим вопрос о существовании обобщенного решения
задачи

u′′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), u(0) = u0, u′(0) = u1, (14.23)

лежащего между верхним и нижним решениями в случае, когда
E — упорядоченное банахово пространство с регулярным по-
рядковым конусом и f : J ×E → E.
Для заданных u0, u1 ∈ E×E, говорят, что u(·) ∈ C(J,E) есть

нижнее обобщенное решение задачи (14.23) на J , если

u(t) � C(t, A)u0 + S(t, A)u1 +

∫ t

0
S(t− s,A)f(s, u(s)) ds (14.24)
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для каждого t ∈ J . Верхнее обобщенное решение (14.23) опре-
деляется аналогично с обращением знака неравенства в (14.24).
Если в (14.24) имеет место равентсво, то говорят, что u(·) —
обобщенное решение (14.23).
Введем также следующие предположения на отображения f :

J ×E → E и C : J → B(E).
(C3) (14.23) имеет нижнее обобщенное решение u(·) и верх-

нее обобщенное решение ū(·) такие, что u(·) � ū(·), и функции
f(·, u(·)) и f(·, ū(·)) интегрируемы по Бохнеру.
(C4) f(·, u(·)) сильно измерима как только u(·) ∈ C(J,E).
(C5) f(t, ·) не убывает при почти всех t ∈ J .
(C6) C(t, A) сохраняет порядок при всех t ∈ J .
Если выполнено (C6), то из (2.8) следует, что S(t, A) также

сохраняет порядок для каждого t ∈ J .

Теорема 14.2.2 ([157]). Если выполнены условия (C3)–(C6),
то задача (14.23) имеет экстремальные крайние решения, ле-
жащие между u(·) и ū(·).

Теорема 14.2.3 ([93]). Предположим, что выполнены усло-
вия (A) и (B) и компактные резольвенты R(λ;A), R(λ;An)

R(λ;An)→ R(λ;A)

сходятся компактно для некоторого λ ∈ ρ(A) and u0n →
u0, u1n → u1. Предположим, что (i) функции fn, f непрерывны по
обоим аргументам, а f такова, что существует единствен-
ное обобщенное решение u∗(t) задачи (14.23) на [0, T ] (в таком
случае, как будет показано, ind u∗ = 1);
(ii) fn(t, xn)→ f(t, x) равномерно по t ∈ [0, T ] при xn → x;
(iii) пространство E сепарабельно.
Тогда для почти всех n задачи

u′′n(t) = Anun(t) + fn(t, un(t)), (14.25)

un(0) = u0n, u
′
n(0) = u1n,

в окрестности pnu
∗(t) имеют обобщенные решения u∗n(t), t ∈

[0, T ]. Каждая последовательность {u∗n(t)} P-компактна и
u∗n(t)→ u∗(t) равномерно по t ∈ [0, T ].

Доказательство. Докажем сначала, что компактная сходи-
мость резольвент R(λ;An) → R(λ;A) эквивалентна компактной
сходимости синус операторных функций Sn(t, An)→ S(t, A) для
любого t � 0. Пусть ‖xn‖ = O(1). Приступим к доказательст-
ву того, что из компактной сходимости резольвент R(λ;An) →
R(λ;A) следует, что µ({Sn(t, An)xn}) = 0 для любого t, где µ —
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мера некомпактности последовательностей. Из тождеств

λ2(λ2 −An)
−1Sn(t, An)− Sn(t, An) =

= λ

∫ ∞
0

e−ληCn(ηAn)Sn(t, An)dη − Sn(t, An) =

=
1

2
λ

∫ ∞
0

e−λη
(
Sn(t+ η,An) + Sn(t− η,An)− 2Sn(t, An)

)
dη

получаем оценку

‖λ2(λ2 −An)
−1Sn(t, An)− Sn(t, An)‖ �

1

2

∫ δ

0
e−λη‖Sn(t+ η,An)− 2Sn(t, An) + Sn(t− η,An)‖dηλ +

+
1

2
λ

∫ ∞
δ

e−ληMeωηdη,

где первый член справа меньше, чем ε для малых δ, а второй
член меньше, чем ε для достаточно больших λ (напомним, что
если резольвенты компактно сходятся для некоторого λ, то они
компактно сходятся для любого λ с достаточно большим Reλ).
Оценивая меру некомпактности

µ({Sn(t, An)xn}) � µ({λ2(λ2I −An)
−1Sn(t, An)xn}) +

+‖λ2(λ2I −An)
−1Sn(t, An)− Sn(t, An)‖

получаем компактную сходимость синус операторных функций.
Необходимость будет доказана, если будет установлено, что
µ({(λ − An)

−1xn}) = 0 при ‖xn‖ = O(1) при условии, что
Sn(t, An)→ S(t, A) компактно. Имеем

µ({(λ2 −An)
−1xn}) = µ({

∫ ∞
0

e−λtSn(t, An)xn}) �

� µ({
∫ q

0
e−λtSn(t, An)xndt}) + µ({

∫ ∞
Q

e−λtSn(t, An)xndt}) +

+µ({
∫ Q

q
e−λtSn(t, An)xndt}).

Если q достаточно мало и Q достаточно велико, то первый и
второй члены становятся меньше, чем ε. Третий член равен ну-
лю в силу равномерной непрерывности Sn(·) на [q,Q].
Докажем, что компактная сходимость синус оператор-

функций и условие (ii) влекут, что Kn → K компактно. Яс-
но, что Kn → K. Пусть {un(·)} — последовательность функций
un ∈ C(0, T ;En) такая, что ‖un‖C(0,T ;En) = O(1) при n → ∞.

Для доказательства того, что {Knun} — компакт, применим
теорему из [44]. Последовательность функций {Knun},Knun ∈
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C(0, T ;En), равномерно ограничена, равностепенно непрерыв-
на и для любого t ∈ [0, T ] оператор Kn отображает ограни-
ченное множество функций {un} в предкомпактное множест-
во. Поэтому Kn → K компактно. Теперь из [275] следует, что
γ(I−K; ∂Sr) = γ(In−Kn; ∂Sn,r) при n � n0. Если будет установ-
лено то, что γ(I−K; ∂Sr) �= 0, то по теореме 3 из [275] получим,
что решения 14.25) существуют в окрестности pnu

∗(t), каждая
последовательность {u∗n(t)} P-компактна и u∗n(t)→ u∗(t) равно-
мерно по t ∈ [0, T ] и теорема будет доказана.
Итак, покажем что γ(I−K; ∂Sr) = 1. Из предположения Тео-

ремы следует, что оператор K не имеет неподвижных точек на
границе ∂Sr, где Sr = {u : ‖u−u∗‖ < r}. Мы хотим показать, что
для оператора (Ku)(t) = C(t)u0+S(t, A)u1+

∫ t
0 S(t−s)f(s, u(s))ds,

с непрерывной функцией f индекс неподвижной точки u∗ равен
γ(I −K; ∂Sr) = 1. Для того, чтобы сделать это, определим опе-
ратор

Gλu = K(Pλu) + u∗ −K(Pλu
∗),

где мы предположили, что K(u∗) = u∗ и оператор Pλ определен
формулами

(Pλu)(t) = u(t− λ) для λ < t � T,

(Pλu)(t) = u(0)) для t ∈ [0, λ].
Мы завершим доказательство, доказав следующие два утверж-
дения.

γ(I −Gλ; ∂Sr) = γ(Φ1; ∂Sr) = 1,
где Φ1(u) = u− u∗ и

γ(I −Gλ; ∂Sr) = γ(I −G0; ∂Sr) = γ(I −K; ∂Sr)

для λ достаточно малых. Поля Φ1(u) = u−u∗ и Φ2(u) = u−Gλu
соединены линейной невырожденной компактной деформацией
(см. раздел 19.1 в [43])

H(µ, λ)u = u− µGλu− (1− µ)u∗, 0 � µ � 1,
т.е. Φ1 и Φ2 линейно гомотопны. Оператор H не имеет сингу-
лярных точек на ∂Sr. Чтобы доказать это, предположим про-
тивное, что существуют v∗ �= u∗ и H(µ, λ)v∗ = 0. Тогда в силу
формулы

v∗ = µK(Pλv
∗)− µK(Pλu

∗) + u∗

во-первых, мы получаем, что v∗(0) = u∗(0), и поэтому в силу
равенства (Pλv∗)(t) = (Pλu∗)(t) для 0 � t � λ мы имеем

v∗(t) = u∗(t) for t ∈ [0, λ]. (14.26)

Повторяя то же рассуждение, получаем, что

v∗(t) = u∗(t) for t ∈ [0, 2λ],

так как (Pλv∗)(t) = (Pλu∗)(t) для 0 � t � 2λ в силу (14.26). Мы
можем дойти таким путем до 3λ и так далее, а это означает, что
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u∗ = v∗. Так как оператор H не имеет сингулярных точек на
∂Sr, покажем, что H есть линейная невырожденная компактная
деформация. Ясно, что

γ(I −H(0, λ); ∂Sr) = γ(Φ1; ∂Sr) = 1,

и поэтому по Теореме 20.1 из [43]

1 = γ(I −H(1, λ); ∂Sr) = γ(I −Gλ; ∂Sr).

Оператор Gλ компактен для любого λ (см. [281]) и более то-
го {∪λ∈[0,T ]Gλu : u ∈ Sr} предкомпактно (если это множество не
является относительно компактным, то существуют две после-
довательности {λk}, {uk} такие, что {Gλkuk} некомпактна, что
противоречит компактности K). Ясно, что Pλ → Pλ0 сильно в
C(0, T ;E) при λ→ λ0. Пусть vk → v0 и λk → λ0. Так как

Gλkvk −Gλ0v0 =

= K(Pλkvk) + u∗ −K(Pλku
∗)−K(Pλ0v0)− u∗ +K(Pλ0u

∗) =

= K(Pλkvk)−K(Pλ0v0) +

+K(Pλ0u
∗)−K(Pλku

∗)→ 0 при λk → λ0,

то мы имеем, что оператор Gλ непрерывен по обоим аргументам
и, как мы видели, множество {y : y = Gλu, ‖u− u∗‖ � r, 0 � λ �
T} относительно компактно. Так как Gλ → G0 компактно при
λ → 0 то в силу [275] операторы Gλ не имеют неподвижных
точек на ∂Sr для малых λ и для тех же λ мы получаем

γ(I −Gλ; ∂Sr) = γ(I −G0; ∂Sr) = γ(I −K; ∂Sr).

Теорема доказана.
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